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1 Teoria clasica de la radiaciéon

1.1 Ecuaciones de Maxwell en el Sistema Internacional

L OB
| D — 1.1
V x 5 (1.1)
V-D=p (1.2)
. - oD -
V-B=0 (1.4)
donde
ﬁ:uﬁ 1.5
D =cE 1.6
j:JE 1.7
Definiciones:

e FE: campo eléctrico

e D: desplazamiento eléctrico

e B: induccién magnética

e H: campo magnético

e 1 permeabilidad magnética

e ¢: constante dieléctrica o permitividad dieléctrica
e o: conductividad

e p: densidad volumétrica de cargas eléctricas libres

e j: densidad superficial de corriente eléctrica de conduccién



1.2 TUnidades

UE = Vm!
UD] = A sm™?
U[B]=Vsm?
UH] = Am™*

U= AsVIm?
Uol= Q' 'm ' =0m™!
Upl=Cm 3 =Asm™®
Ulj] = A m2
1.3 Potenciales
Definimos los siguientes potenciales
B=VxA (1.8)
. - 0A
E=-Vp— — 1.9
T (1.9)

Con las unidades
UA]= Vsm™? Ulp] =V

1.4 Calibracién (gauge) de Lorentz

Como los potenciales pueden diferir por una funcién 1,

N
= - 1.10
® = o + ot (1.10)
A=Ay -V (1.11)
se impone una condicién, la calibracién de Lorentz, tal que
- o 0
V-A+ensl =0 (1.12)
ot
sustituyendo los potenciales, obtenemos la condicion
10% = =~ 1 dp
0=V——=—— =V -Ag+ 1.13
2 ot? 0ot 2 Ot (1.13)

donde v? = 1/(eu), asumiendo que estamos en un medio homogéneo, es decir, si € y p no son
tensores sino escalares. Con esta consideracion, las ecuaciones de Maxwell (1.3) y (1.4) pueden ser
rescritas como

V x B = eu— + 14 (1.14)
V-E=". (1.15)



en funcién de los potenciales, la ec. (1.15) es

o -
— Vo 2(v.-A) ="
ot €
pero sustituimos (1.12) para obtener
10%  p
2
_ =_F 1.16
YT 2o € ( )
de igual manera, para el otro potencial obtenemos
v2E - L A _ = (1.17)
2o M '
1.5 Funcién de Green
Cada componente de 15;, y la funcién ¢ deben cumplir con la ecuacién
1 0%u
2 _ =
por lo que vamos a resolver la ecuacion de onda para una fuente puntual
1 9°G
2 _ =2 = /

escribimos la funcién G como una transformada de Fourier (son 4 transformadas de Fourier, una
por cada variable; escribiremos una sola integral para abreviar)

1 oo — N = o . ’ q
G(F, T, t,t) = @) / K (K, w)ek F=F)=iwl=t) g3 4, (1.20)

derivamos (1.20) para transformar toda la ecuacién en términos de K:

— 00

oG i e Do ,
Y K ik (F—7')—iw(t—t )d3kd 1.91
ot~ (2m)t /_ e w (1.21)

2*G i > S
— K 2 ik (F—1")—iw(t—t )dskd 1.29
a2~ (2n) /, e ~ (1.22)

2 1 > 2 _ik-(F—t)—iw(t—t') 13
VG =——— Kk<e d’kdw (1.23)
ent ) .
escribimos una representacién de las deltas de Dirac,

1 ° 1‘(‘ (—» —d) 3

S(E— ) = 7/ (=) g, (1.24)
27)? J o



St—t)=— / e~ =ty (1.25)

juntando todo,

1 o0 2 = o . ’
@ / [K (k? — “0’7) - 1] etk (F=F) =it By = 0 (1.26)
u — 00
con lo que
K(k,w) (k — 02> —1=0
1
= K(k,w)= ERyp
sea ki = w?/c?
_, 1 -1
K(k,w) = = (1.27)

k2 — k2 k2 —k?
lo cual implica ky = £Vk2 = +k. La funcién de Green queda

-1 i 1 R /
G v, t,t) = G )4/ e T hd
T —oco Vo T
-1 infty 5 S e etw(t—t)
G(F, 7, t, 1) = (%)4/ d3 ke '<H>/ — kgdw (1.28)
— 00 —0o0 ? -

1.6 Solucion de Green

Hay que realizar la integral de la ec. (1.28) para resolver el problema. Primero vamos a realizar la
integral de frecuencias, para lo cual utilizamos el teorema de los residuos:

o0 elw(t—t") .
/ (w/ctk)(w/c—k) —2mi ; R (1.29)

o0

Utilizamos un contorno que incluye ambos polos y que pasa por la parte negativa del eje imaginario
del plano complejo. Los residuos son

i eiw(tft') ) eick(tft') 130
Pt (w/c—l—k)(w/c—k)(w/Ci )= 2k (1.30)
i eiw(t=t") N eick(t—t") L3l
A T T e /et R = T (131)
con lo que
00 eiw(tft') eick:(tft') _ efick:(tft')
/ = —2m
o (W/e+k)(w/c—E) 2k

1 eick(tft') _ efick:(tft') o ,

=7 5 =7 sin(ck(t —t')) (1.32)




Ahora usemos (1.32) en (1.28)

o ) g Y
GE 7,1, 1) :-ﬁ / d3ke*’k‘(’*r)%]:t)] (1.33)
Tr — 00

para evaluar esta integral utilizamos coordenadas esféricas
&k = k2 dkdQ = k*dk sin 0d0dé

donde 6 es el angulo entre K y T.

1 2m 00 ™ e
G = _73/ dd)/ kdk/ e FIF=Fllcos O gin ek (¢t — ¢')] sin OdH
(2m)3 Jo 0 0
notamos que sin § = d(cos ), con lo que evaluamos
1 e GRIIE—F || _ pik|[F—F|]
=—— kdk sin[ck(t —t' -2
G= g |, Kdksnlek(t =) [ ] g
1 (o]
_ ﬁ/o dksinfck(t — )] sinfk|[F — [
Ahora bien, tenemos
cos(§ — x) = cos&cos x + sin & sin (1.34)
cos(€ + x) = cos& cos x — sin & sin (1.35)

restamos (1.34) - (1.35) para obtener

sin€siny = %[cos(g —x) —cos(& + x)] (1.36)

en (1.36), sea £ = k|| —T'|| y x = ck(t — t'). Entonces,
1 oo
G= m/{) dk (cos[k||f — || — ck(t — t')] — cos[k||F — || + ck(t — t')])

para hacer esta integral, utilizamos la representacién de Fourier de la delta de Dirac:
L[>, 10 L[>,
5(z) = — / eFrdk = — / eFrdk + — / e*rdk
27 J_ o 27 J_ o 27 Jy
-1 (7= . 1 [
=— e*rdl + — / eikxdk
27T 0 2'/T 0

en la primera integral, hacemos el cambio de variable k — —k:

1 < 1 R
671kxdk+7/ ezka:dk
0

- % 0 2T
1 oo ikx —ikx 1 00
_ 7/ Cre k= f/ cos(ka)dk
™ Jo 2 ™ Jo



con esto,

1 1
= S -7—-et-tNN) - ——————
G =¥l = et = 1)) = ey

47|t = 7|

S|t — || + et — t')] (1.37)
pero
|E—F|+ct—t)=0 = ||F=7|| = —c(t—1t)
si (t —t') > 0, no puede ocurrir que ||F'—'|| <0, por lo que el segundo término de 1.37 no se toma

en cuenta. 1

T axl[f— 7]
parat—1t >0 = t > t/, por lo que vamos a introducir una funcién theta de Heaviside para
eliminar la posiblidad de ¢ < ¢':

S(IF =1 — et —1t)) (1.38)

1

Grop = —————
T |

S(|IF =) —c(t —t'))O(t —t') (1.39)
esta es la funcion de Green retardada y da origen a los potenciales retardados

O /ﬁp/mr t4”4_wHur P - et — )0l — ¢)d’ (1.40)

! t =2 2 oy 4N g3,
Pret (T /dt/ - 47r|\r ﬁ,Ha(Hr 7| — c(t — )0t — t')dr (1.41)

1.7 Potenciales retardados para fuentes puntuales

Para fuentes puntuales podemos escribir

p(t, 1) = qd(¥ —1(t')) (1.42)
JE ) = veo(@ —1(t)) (1.43)

donde I(#) es la trayectoria de la fuente puntual, y v(#') = dl/dt’. Introduciendo en (1.40) y (1.41),
obtenemos (mostramos el célculo para ¢):

2oy 4¢ 1 2 o gy N3,
prr(£ot) = 1o [ 56 ) et 8= = et = )0 (e — )

= T
Y PR (S CTRY
4mel||l¥ —1(¢)|] c

Ahora, utilizamos el teorema

pralit) = [ 9351 =§: (1.44)
k=
donde t;, es un cero de f(t') = 0. Definimos
q
)= — T 1.45
9= Tl (145
—1(t
sty = IEZXON Oy g (1.46)

c



Calculamos

df 1d -
"t)y=="=14+-=|F -1t 1.4
()= =1+ L lF =T (1.47)
ahora, esta ultima derivada,
d, . = d S L =
SlE= T = /=T - T (1.49)
11 d 1, -
= S [ 26 1) + () 1.49
S (I i 4
1 1 ey -, di@)
= = —2r- 21(¢) - 1.50
2ty | e T (1.50)
Ahora, sea R=F—1, R=||R||, h = R/Ry § = ¥/c. Entonces, la expresién anterior queda
__t
R
y entonces
R-v R-R-v/c
") =1 — _
ahora bien, f(¢') = 0 nos da que
t'=t—R/c (1.51)
lo que llamamos tiempo retardado. Con esto, el potencial retardado es
1 R 1
plF 1) = =1 (1.52)

RER_I_{.E_ 4meR1 — n -G
En el espacio vacio, € = €g, p = po, ¢> = 1/(uo€o), y ¢ pasa a ser la velocidad de la luz en el
vacio, ¢~ 3-108m/s
Los potenciales retardados son, entonces, para el espacio vacio,

N q 1
R ey g] (1.53)
A =bC L . ? % (1.54)

Estos potenciales hay que recordar evaluarlos en t' = ¢ — R/c, donde en realidad R = R(t'). Estos
son los potenciales de Liénard-Wiechert.

1.8 Campos retardados

Vamos a comenzar con la forma explicita de los potenciales de Liénard-Wiechert, antes de la inte-
gracién, para tener un mejor manejo de los tiempos t y t'.

o(F 1) = ﬁ’eo /dt’ 5 (t’ + M - t) (1.55)

pa )
_»7 q,UOC/dt (t/) c (156)




El campo eléctrico es
E=-Vo— — (1.57)

Ahora, vamos a definir

con lo que sustituimos en (1.57)

= 9 / Ai l ’ . MOCd/ /ﬂ 7f/"'R/C_t)
E_47r60/dt (naR(Ré(t+R/c t))) poe & [ an

Usando que

(' + Rjc—1t) 00( )0t +R/c—1) 75,().1
OR () OR - c
queda
s a0 [ IS _ _quocg/ B + R/ 1)
E—47T60/dt< 30t + Rfe— )~ h 8 + R t)) s u
Ahora

St +Rjc—t) = —%5(:5’ +R(t') —t)

esto es porque

d() dt 9()
pero a0) o
e 1:%— 1

Con este cambio, E queda

=i

q / AL / _ “Lg / _ _QNOCE/ /g(t/)(;(t/+R/Cft)
47T60/dt (nR25(t+R/C )+ e SO + R/ t)> e & [ an L

/dt“—dt +R/c—1)
471'6()

q d ~quoc d B()5(t' + R/c— t)] it

4megc E&(S(t +R/e—1) 4 dt R

<
como i = R(#')/R(t') es constante en ¢,

B(F,1) = /R2 (¢ + Rjc—tyar 1 90 4 [ (B B8 + Rje—1)

dt’
4eq 4 dt R

Ahora volveremos a utilizar el teorema (1.44), con las definiciones (1.45) y (1.46). Utilizaremos
la definicién .
s=1—-n-p (1.58)



Ademds, sabemos que ' =t—R/c, conlo que t =t' + R/c, y entonces dt/dt’ =1+ (1/¢)dR/dt’.
Pero dR/dt’' = —ir- 3. Entonces dt/dt’ =1 — h-f =s.
Con esto,

E(f 1) = 2

n R n qepo d ( n-— 5 . R >
dmeg RPR - R -v/c  4m dt R R-R-v/c
¢ n  qepeld a-f
- 4meq sR2 47 sdt’ Rs
Utilizando el cambio de variable dt = sdt’ = d/dt = (1/s)d/dt’. Hay que recordar que s = s(t)
y R = R(t'). Ahora derivamos

i-§ n-f
Rs (Rs)?

g n  qeugl

= — - Rs+R
4meg sR2 47 s (Bs + )

donde el punto es derivacién respecto a t’. Ahora vamos a calcular las derivadas

ﬁz%—i—%cﬁ Ezé(ﬁ *)ﬁ_%ﬁ
y d d .
= (1= F h)=——5(F- ) =—(F-a+5 n)
sustituimos, )
s 4 n q c ., . = - B
B= dreg sR2 ' 4dmegsc @(n(n )~ )_E_
w<—c<ﬁg>s—R<ﬁB+g (ﬁg)—c% >>

Ahora que tenemos todos los términos, vamos a escoger solamente los términos que van como
1/R, pues son los que més distancia sobreviven. A esos términos en conjunto los llamamos campo
de radiacion o campo lejano:

Eiej 4dmege $*R (1.59)
¢ (A-f)(a—F) - 51— a-f
dmege (1—a-B)3R



que podemos escribir también utilizando el producto cruz

5 q ﬁx{(ﬁ—q)xﬁ} L6
I dreocR (1-1-F)3 (1.60)
y también
B-laxE (1.61)
c
1.9 Intensidad de radiacién
Iniciamos con (1.59). Calculamos B:
L . A BVAaxh Bx Bl h. b
c 4megc? (1-n-6)3R
Ahora construimos S:
— 1 = - q2 . R = 5 o=
S=—ExB= = n-g)(n—p)—p(1—n
Ho to(4meg)?c3R%(1 — n- 5)8 [( ) ) ( )}
x[=(a-Byax F-axB1- a3
vamos a concentrarnos en los términos vectoriales (después de la fraccion)
—nx (Axf)(h-§)?—(h-F)Aax (nxF)1-n-f) (1.63)

— =, -, -

+Gx (ax B - a-F)(a-F)+ 5 x (axF)(1-na-F)
—_—— —_—
5 6
vamos a llamar con los numeros indicados a los triples productos cruz, y vamos a llamar

acompanante a los otros factores que constituyen el término pero no son parte del triple producto

10



cruz. Desarrollamos los productos cruz:

ax (axf)=n(n-f)—
—_——— ~~

nl bl

fx (Axf)=n(a-F)- B
n2 \b;/

nb b5
G x (axf) = n(F)?-pf(a-fF)
n6 b6

Sabemos de antemano que todos los términos b deben cancelarse si se trata de una onda elec-
tromagnética, puesto que el vector de Poynting tiene que apuntar exclusivamente en la direccién
de n. Vamos a demostrar eso. Escribimos todos los términos b con su respectivo acompanante:

(b1): —f(n-F)?

2): —B—n-Ha-B)=—Fa F)+5h-FHa-f)

-C +D
(03): B(a-f)(a-F)>
N———’
+B
(b4): B(F-n)1—a-B)(a-B)=F(B- a)F-n)— BB a)*(a-f)
+E —F

5): Aa-AH1—n-H(ha-F)=Fn-F)2-Fna5H2a-F)

(b6): B(a-B)(1—n-F)?=F(ha-F)+5(a-F)7(a-F)-28(a-F)(a-F)

——
+C

+F —D-F

y como se observa explicitamente, todos los términos se cancelan en efecto. Ahora escribimos los

11



términos n con sus respectivos acompanantes:

(n1): — a(a-B)(a- 5>

(n2): —a(a-F’1-a-F)=—n(a-5°+ a(a-F)>(a- )
agrup. con n3 —nl

(n3): BF(n-B)>

(n4): A(F-F)1—a-F)(a-F)

n5): a(F-B)(1— a-F)(a-F) } Suma con nd

(n6): AFP(1— h-F)

_daw q°
Cdt dA T po(4me)2c3R?

S

)
(=) (-n-fF  (1-nfy

entonces,

dt dQ  po(4meg)?c® | (1— - f)4 (1—f-fF)s (1— - B)S
Un comentario adicional: hay que recordar que S = S(t), pero todas las deméds variables estdn en
funcién de t’, el tiempo retardado. Por lo tanto, si fuera necesario integrar esta expresién en el

-,

tiempo, hay que hacer el cambio de variable dt’ = (1 — i - 8)dt’.

v 2 l( 2 +2(1ﬁ-3)(5~ﬁ)(1—52>(ﬁ'3>2] (1.65)

2 Movimiento de una particula relativista en un campo magnético
constante

A continuacién vamos a calcular la trayectoria de una particula que se mueve a velocidades rela-
tivistas inmersa en un campo magnético constante, es decir, el fenémeno fisico que nos llevara a la

radiaciéon de sincrotrén.
Vamos a suponer que hay un electréon que se mueve en un campo magnético constante B = B z.

Primero, su tetraposicion es
r = (ct,7(7))

_d _(dt dry _ / dt drdt
Tt Caar) T \Caraar

pero dr/dt = V, y dt/dt = . Entonces v = (¢, Vy). Definimos el tetramoméntum como p = mu.
El moméntum 3D entonces queda

la tetravelocidad

p =ymv
Una particula que se mueve en un campo magnético constante se mueve de acuerdo a
dp

A B (2.1)

12



Entonces .
dv

dp mu dov dr dr

dp _ dv dr ar 2.2

T ey ) T T TR TE (22)
Ahora, vamos a demostrar que el primer término del lado derecho de (2.2) es cero. Para ello,
hagamos producto punto de (2) con V:

utilizamos que AxB-C=A.

Entonces,

Esto ultimo implica que
(2.3)

lo que significa que yv debe ser constante, pero como v = v(v), esto significa que v es constante
y que v es constante, por lo que dy/dt = 0 y el primer término del lado derecho de (2.2) es cero.

Entonces,
d?r L =
MY qE T AV X B (2.4)

Empezamos a resolver esta ecuacion diferencial.

m @&_’_@A_’_@A _d£A+%§( B,
ST TER AT Ny Ta™)™
A2z dy
™Y 2 QEBO (2.5)
d%y dx
m’y@ CIEBO (2.6)
d?z
— =0 2.7
T (2.7)

13



Integramos (2.6):
d? d
/m'y—ydt = —/qd—iBodt +C

dt?
dy
—= = —¢B C
my & qboxr + C1
dy qBox /
=7 C
dt mry +te

Insertamos en (2.5):

d233‘ qBQ
m'y@ = —qBO (m xr + C{/

d2$ qBO 2
_— — = — —_— C” 28
() e (28)
Sea wq := qBy/(m7y), y pongamos un punto como derivacién respecto a t. Entonces,
i+ wox = Cf (2.9)
Ahora, con (2.5),
/Li'dt = /wadt + CQ
T = woy + Co
j=—wiy+Cy
= j+wiy=0Cy (2.10)

Solucién homogénea:
Zp(t) = czcoswot + ¢y sinwgt;  yp(t) = 5 coswot + cg sinwot

Solucién particular:

//
a. -
wo’ wo

/
- )

Solucién general:

x(t) = x{, + c3 cos wot + ¢4 sin wot
y(t) = yh + c5 coswot + cg sinwot

donde zj,, y{, son constantes, y corresponden a una posicién particular que podemos, sin pérdida
de generalidad, establecer como cero, si ademds escogemos las condiciones z(0) = a, y(0) = 0,
v5(0) =0, vy (0) = wpa. Sustituyendo las condiciones iniciales, obtenemos

2(0) = czcoswg0+0=c3=a

v(0) = —a- 0+ cawpcos0 =cqwp =0 = ¢4, =0
y(0)205+66'020520

vy(0) = cowp = woa = ¢ =a

14



<l

] bs

(=bd

=1
=l

Figure 3.1: Ubicacion de los vectores para una particula en movimiento circular.

con lo que queda

x(t) = acoswt (2.11)
y(t) = asinwt (2.12)

con B
wo = L0 (2.13)

mry

3 Radiacion de sincrotron

3.1 Intensidad de radiacién
En el caso de la radiacién de sincrotroén,
1(t') = a(coswot’ % + sinwot’ §)
wWoa

Bt = ?(ffcsinwot' + ycoswot’) = B(—xsinwot’ + ¥ coswot’)

N wQﬂ
Bt') = —?Ol(t’)

La normal es idéntica a T para el campo lejano. Ahora vamos a definir, sin pérdida de generalidad,
a n como

n= xsinf + zcosf

Con esto, .
s=1—1n-8=1+ Bsinwyt sinf
Ademas,
. 2
- L woa o
p-b=——(p-9)=0
4.2
32 _ Wl 22
ﬁ - C2 _wO/B

(fh- 5)2 = [Bsin 0 coswot']’

15



Con esto, obtenemos la expresién

aw ¢ B2wd (1 — B?)B2w3 sin? 0 cos? wot’
dt dQ  (47)2¢pc | (1 + Bsinwgt’ sin §)4 (1 + Bsinwpt’ sin )6

Con un poco de algebra, podemos escribir esta expresién de una forma més compacta. Nos
concentramos en lo que estd dentro de los corchetes de (3.1).

W2B%(1 + Bsinfsinwet’)? — (1 — 82)(wg B? sin? § cos? wot’)
(14 S sin 0 sinwgt’)s

Nos concentramos en el numerador de esta 1ltima expresién
wEB? + 2w2 B3 sin O sin wot’ + 5% sin? @ sin’ wot’ f2wi — (1 — 52)(wi B2 sin? O cos® wot')
Sacamos a factor comin w232, y nos concentramos en el otro factor
1 + 28sin @ sinwot’ + 42 sin? @ — sin? 0 cos? wot’
=1+ 28sinfsinwet’ + 5% sin? 0 — sin? 0 + sin? 0 sin® wot’
= cos? § + 2B sin @ sinwot’ + F%(1 — cos? A) + sin” O sin? wot’
= cos? 0 + 2B sin O sinwot’ + 52 — 32 cos? O + sin? 0 sin? wot’
= (B +sinfsinwot’)* + (1 — %) cos?
con lo que la expresion completa queda

dW  ¢wiB? [(B+ sinfsinwet’)? 4 (1 — ?) cos? 0 (3.2)
dt dQ  16m2¢yc (1 + Bsinfsinwot’)6 '

Nos interesa la potencia promedio en una vuelta, puesto que la duraciéon de una vuelta puede ser
tan corta que un instrumento solamente registrara el valor promedio. Para ello, debemos recordar
lo discutido en la §1.9, porque el lado derecho de (3.2) estd en funcién de ¢/, y el lado izquierdo tiene
el diferencial dt. Lo que hacemos es utilizar el tiempo retardado, y una vuelta en ¢’ serfa integrar
en la regién 0 < wot’ < 27, con lo que podemos hacer dos cambios de variable:

-,

dt = (1 - n-g)dt

o= UJOt/ = d¢ = det/

con lo que nos queda

dW \  qPwoB? /27r (B + sin O sin )2 + (1 — 32) cos? 9d¢
dt dY/  16m2¢oc (14 Bsinfsin¢)®

16



obs

(iD=
T

Figure 3.2: Marco de referencia instantdneo para determinar el frente de onda.

3.2 Frente de onda

Si nos interesa saber cémo irradia la particula en el espacio, vamos a usar un sistema de referencia
instantaneo.
n=sinfcosgpXx+sinfsingpy + cosfz

En este sistema instantdneo, B = —wpB X y también E = [y. Entonces, ( ﬁg)2 = (—wpBsinf cos ¢)? =
w3 p? sin? 0 cos? ¢.

aw w3p? (- 32)(wgB? sin? 0 cos? ¢) (3.4)
dt dQ  16m2egc | (1 — Bsinfsin ¢)4 (1 — Bsin@sin ¢)b '

Al poner un cierto valor de la ecuacién anterior y dejar los parametros 6 y ¢ libres, obtenemos
una superficie que corresponde al frente de onda, pues por definicién es perpendicular al vector n
de direccion de propagacion.
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Graficacion del frente de onda de radiacion de sincrotrén

ngl= B =0.1;

SphericalPlot3D| il (1-8%) (8% + (sin[6])* (Cos[¢])?)
n4:= SphericalPlot3D - ’
(L-B*8Sin[6] * Sin[¢])* (L-B*Sin[6] »Sin[¢])®

(6, -Pi, Pi}, {¢, -Pi, Pi}, PlotRange-»All]

0.005

Outf4]=

-0.005



2 | bon-rad-Fond.nb

ns= B =0.53

B> (1-8%) (B** (sin[e])? (Cos[¢])?)

6= SphericalPlot3D -
[(l—B*Sin[e]*Sin[¢])4 (L-B*Sin[0] »Sin[¢])®

(6, -Pi, Pi}, {¢, -Pi, Pi}, PlotRangeaAll]

Out[6]=




bon-rad-Fond.nb | 3

n7= B =0.9;

SphericalPlot3 [ & (1-8%) (B?+ (sin[6])? (Cos[4])?)
ne:= SphericalPlot3D -
(L-B*8Sin[6] *Sin[¢])* (L-B*Sin[0] »Sin[¢])®

(6, -Pi, Pi}, {¢, -Pi, Pi}, PlotRangeaAll]

Out[8]=




3.3 Espectro en una trayectoria peridédica

Para encontrar el espectro, puesto que la trayectoria de la particula es periddica, hay que trabajar
con cuidado. En primer lugar, vamos a trabajar con el promedio en una vuelta de la particula
(periodo T'), porque nos interesa saber qué frecuencias hay después de una vuelta. Entonces, lo que

hacemos es integrar B
dpP /T dw
- = —dt
aQ ), dt dQ

como la integracién no es en todo el tiempo ¢, sino solamente en una vuelta, esta cantidad es por
unidad de tiempo y sigue siendo una potencia. Entonces,

P 1
ol T/ S| R2dt (3.5)

—

como |[B|| = [[E]|/¢, S = (1/0)E x B,

R21 (T
— o [P
cpo T Jo

Ahora vamos a hacer una expansion en serie de Fourier del campo, de forma que

E(ft)= >  EjF)e!! (3.6)
l=—o0
cuyos coeficientes son
. WO 27 [wo . ,
E = 5 Eyj (T, t)e "ot dt (3.7)
™

con lo que

dP  R? 1
Dt I 2 E ilwot t
aQ  cu T / Z ¢

T oo oo

_ ZZEZ E* i(l— l)wotdt

¢
cpo T 1=0 1'=0

ahora bien, esta dltima expresién podemos transformarla de la siguiente manera: (v = wot =
du = wodt, T = 27 /wyp)

T 27
o 1 o 2
/ Hi=wot gy — */ gy = L5, = Toy
0 0 o

Wo

(esta identidad se puede probar por medio del teorema de residuos). Con esto,

%’ Z Z E, - E; oy

cpo T 1=0 I'=0

dP R2 )

= A B
=0
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Entonces, ahora introducimos (3.7),
o 2
dP 4R?

271'/000
“o B (= —ilwot
— = — || = Ei (7t otdt
d§2 — Ccho /0 i (Frt)e

21

Sustituimos (1.59), y recordando que la expresién estd al cuadrado (multiplicada por conjugado
complejo) es lo mismo que escribirla con un signo positivo en la exponencial
2

) x B’:| ilwotd 3.8
dmeocR (1—h- 5)3 € t (3.8)

dp 00 AR? wo 27 [wo q n x |:(fl—
02 o | or

Ahora tenemos que fijarnos en algo muy importante: el tiempo que estamos integrando es el tiempo
"normal”, pero el integrando Eje; depende de ¢, el tiempo retardado. Para continuar, vamos a poner
toda la integral en términos del tiempo retardado. Hacemos el cambio de variable!

dt=(1—-n-pFdt'; t=t +|F—1|/c

pero para distancias grandes, en las que el campo lejano es valido, R =~ r, Hf|| — 0.

IE—1 = /r2—2r T+ |12 = y/r2 27 T= /1 - 25 .1
T

Ahora, (3.8) queda

dp 00 4 2 2 27 [wo ﬁx[(ﬁ—ﬂ)xg} ) .- .
i 7%7(1 5 exp(ilwor)/ — ellwo=n1/e) gy (1 — . )
d = cpo 4 (4mepc) 0 (1—n-pF)3
(3.9)
Simplificando (y recordando que exp(ilwor) exp(—ilwer) = 1)
- 5 2
B oo 2 2 27 /wo N X { n—f) x } -
aP _ wo q / ’ ( 3 B pilwo (' —aT/c) g7 (3.10)
Q- cuom? (dmege)? || /o (1—n-f5)?

Ahora vamos a usar el hecho que

f X [(ﬁ—g)xg] d lﬁx(ﬁx *)]
(

(1— 0 f)? d

INo confundir el vector T, la trayectoria de la particula, con el indice [ de la serie de Fourier.
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>

=

Figure 3.3: Vector unitario 6= —cosfx +sinfz.

para integrar por partes. La integral que queda es

=, -,

/QW/WO Bx (0 B) 4 itaote' = a0 gy /QWO BB XB) gttt =87/ i1 — - )
0 (1—n-p) d 0 (1—n-pj)

Lo introducimos en (3.10)

_ 2
AP & Pwy P

o — cpom? (dmege)?

2TF/UJ() . X , L
/ 0 x (0 x f)ettwolt’=al/e) gy (3.11)
0

Ahora usamos el hecho que

(8 x (A x f)]-[Ax (0xF)=[n(h-F) - b
= n-a(n-f)? - 20-F(n-F) + 5= —(F 0)*+ 5 =[5 x af?
Esta tdltima identidad es la identidad de Lagrange, y puede ser demostrada facilmente utilizando

componentes. Con esto, (3.11) se simplifica a su forma final

_ e 2
dj _ 12(4161 q2
aQ —~ cuom? (4dmege)?

2m/wo ) ,
/ B x f el =nl/e) gy (3.12)
0

Esta no es la unica forma de obtener el espectro. En particular, esta forma no es la mas ttil
para visualizar globalmente el espectro debido al desarrollo en serie, lo que significa que hay que
hacer aproximaciones. No obstante, esta forma permite conocer con exactitud cudl es el pico en
cada frecuencia. Otra opcion era considerar casos especiales, por ejemplo, cuando 8 ~ 1. Aunque
esta ultima opcién da una visién global més adecuada, se pierde la exactitud con cada frecuencia,
y ademas, nos limita el rango de velocidades para los que la ecuacién es valida.

3.4 Espectro de sincrotrén

Ahora vamos a calcular el espectro de sincrotrén utilizando (3.12). Necesitamos calcular la integral

. 27 fwo N ) =
T = / (B ~ ﬁ)ezlwo(tf n-l(t)/c)dt
0
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donde hemos hecho el cambio de variable muda ¢’ — ¢t. Dado que E X N es normal a n, y
hemos aproximado n =~ r de coordenadas esféricas, podemos considerar que hay dos componentes.
Calculamos

B x f=pB(—%sinwet + ycoswot) x (Xsinf + zcosb)

= B( ¥y sinwgt cos — zsin  cos wot + X coswyt cos )

woa s woa -
= B(— =X coswot B + —2= cos O sin wot B)
c c

f-T= (Xsinf+ zcosh) - a(coswot X + sinwot y) = asin b cos wot

Entonces, la integral es
2 = Do|* + [Ty

Vamos a considerar cada integral por separado. Hacemos el cambio de variable a = wqt.

27
Iy = %/ cos aela—Bsindcosa) g, (3.13)
0
0 2 ) . )
r, - @ cos / sin qeil(@—Bsindeosa) g, (3.14)
c 0
Estas integrales se pueden poner en términos de funciones de Bessel con las siguientes identidades:
Z'fl 27 " )
_ 2(lax—T Cos &« d 1
Ji(x) o /0 e o (3.15)
21
Jip1(x) + Ji-1(z) = ;Jl(x) (3.16)
l
;Jl(x) — Ji11(z) = J/(z) (3.17)
Ji—1(z) = Jip1(x) = 2J)(z) (3.18)

En resumen, lo que hay que hacer es utilizar (3.15) para construir Jyy; y J;—1 y formar sina y
cosa en su forma exponencial. Usamos = = [fsinf y luego usamos (3.16)—(3.18) para formar las
expresiones siguientes:

Ty = %?“#“J;(w sin ) (3.19)
) .
Ty = Z‘LZZW cos (3.20)

Finalmente ponemos todos estos resultados en (3.12):

P 2t 2 9 2 2 i 2
d IFwy T [(Tz‘l“,][(lﬁsin@)) + (Zailjl(wsme) cos@) ] (3.21)

Q- — cpom? (dmege)? Geind
dP _ G~ Pwj ¢ da’ T, 2 cot?f )
10 = 2= oo (mege? @ |1 UAsInG))" 4+ —ga— (Sl sin6 22
dQ & cpg (4meoe)? 2 [(Jz( Bsin))” + 52 (Ji(1Bsin b)) } (3.22)
dP < ~APwi ¢ [ 2 cot?d 2}
a0 - 3 Ji(18sin0))” + —— (Ji(IBsinb 3.93
7k9] — cpo (477'606)26 (Ji (1B ) 32 (Ji(1B ) ( )
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Graficacién del espectro de radiacion de sincrotron.

ne9l= wo =13 B=0.5; 6 =Pi/2;
ni7op= £[1_] 2= 12 wo? B2 | (ReplaceAll[D[BesselJ[1l, yl, y]l, ¥ -> 1B8Sin[6]])?%+

Cot[8]2
/32
ni71= Plot[{£[1]}, {1, 0.1, 15}]

(BesselJd[1l, 1 3Sin[6]])2

0.05f
0.04f

0.03f
out[171]= [

0.02f

0.01]

ni172)= LogLogPlot[{£f[1]}, {1, 0.1, 15}]
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Out[172]=
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