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1 Teoŕıa clásica de la radiación

1.1 Ecuaciones de Maxwell en el Sistema Internacional

~∇× ~E = −∂
~B

∂t
(1.1)

~∇ · ~D = ρ (1.2)

~∇× ~H =
∂ ~D

∂t
+~j (1.3)

~∇ · ~B = 0 (1.4)

donde

~B = µ~H (1.5)

~D = ε~E (1.6)

~j = σ~E (1.7)

Definiciones:

• E: campo eléctrico

• D: desplazamiento eléctrico

• B: inducción magnética

• H: campo magnético

• µ: permeabilidad magnética

• ε: constante dieléctrica o permitividad dieléctrica

• σ: conductividad

• ρ: densidad volumétrica de cargas eléctricas libres

• j: densidad superficial de corriente eléctrica de conducción
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1.2 Unidades

U [E] = V m−1

U [D] = A s m−2

U [B] = V s m−2

U [H] = A m−1

U [µ] = V s A−1 m−1

U [ε] = A s V−1 m−1

U [σ] = Ω−1 m−1 = f m−1

U [ρ] = C m−3 = A s m−3

U [j] = A m−2

1.3 Potenciales

Definimos los siguientes potenciales

~B = ~∇× ~A (1.8)

~E = −~∇ϕ− ∂ ~A

∂t
(1.9)

Con las unidades
U [A] = V s m−1 U [ϕ] = V

1.4 Calibración (gauge) de Lorentz

Como los potenciales pueden diferir por una función ψ,

ϕ = ϕ0 +
∂ψ

∂t
(1.10)

~A = ~A0 −∇ψ (1.11)

se impone una condición, la calibración de Lorentz, tal que

~∇ · ~A + εµ
∂ϕ

∂t
= 0 (1.12)

sustituyendo los potenciales, obtenemos la condición

0 = ∇2ψ − 1

c2
∂2ψ

∂t2
= ~∇ · ~A0 +

1

c2
∂ϕ

∂t
(1.13)

donde v2 = 1/(εµ), asumiendo que estamos en un medio homogéneo, es decir, si ε y µ no son
tensores sino escalares. Con esta consideración, las ecuaciones de Maxwell (1.3) y (1.4) pueden ser
rescritas como

~∇× ~B = εµ
∂~E

∂t
+ µ~j (1.14)

~∇ · ~E =
ρ

ε
(1.15)
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en función de los potenciales, la ec. (1.15) es

~∇ ·

(
−~∇ϕ− ∂ ~A

∂t

)
=
ρ

ε

=⇒ −∇2ϕ− ∂

∂t
(~∇ · ~A) =

ρ

ε

pero sustituimos (1.12) para obtener

∇2ϕ− 1

c2
∂2ϕ

∂t2
= −ρ

ε
(1.16)

de igual manera, para el otro potencial obtenemos

∇2 ~A− 1

c2
∂2 ~A

∂t2
= −µ~j (1.17)

1.5 Función de Green

Cada componente de ~A, y la función ϕ deben cumplir con la ecuación

∇2u− 1

c2
∂2u

∂t2
= f(~r, t) (1.18)

por lo que vamos a resolver la ecuación de onda para una fuente puntual

∇2G− 1

c2
∂2G

∂t2
= δ(~r−~r′)δ(t− t′) (1.19)

escribimos la función G como una transformada de Fourier (son 4 transformadas de Fourier, una
por cada variable; escribiremos una sola integral para abreviar)

G(~r,~r′, t, t′) =
1

(2π)4

∫ ∞
−∞

K(~k, ω)ei
~k·(~r−~r′)−iω(t−t′)d3kdω (1.20)

derivamos (1.20) para transformar toda la ecuación en términos de K:

∂G

∂t
= − i

(2π)4

∫ ∞
−∞

Kωei
~k·(~r−~r′)−iω(t−t′)d3kdω (1.21)

∂2G

∂t2
= − i

(2π)4

∫ ∞
−∞

Kω2ei
~k·(~r−~r′)−iω(t−t′)d3kdω (1.22)

∇2G = − 1

(2π)4

∫ ∞
−∞

Kk2ei
~k·(~r−~r′)−iω(t−t′)d3kdω (1.23)

escribimos una representación de las deltas de Dirac,

δ(~r−~r′) =
1

(2π)3

∫ ∞
−∞

ei
~k·(~r−~r′)d3k (1.24)
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δ(t− t′) =
1

2π

∫ ∞
−∞

e−iω(t−t
′)ω (1.25)

juntando todo,

1

(2π)4

∫ ∞
−∞

[
K (k2 − ω2

c2
)− 1

]
ei
~k·(~r−~r′)−iω(t−t′)d3kdω = 0 (1.26)

con lo que

K(~k, ω)

(
k2 − ω2

c2

)
− 1 = 0

=⇒ K(~k, ω) =
1

k2 − ω2/c2

sea k20 = ω2/c2

K(~k, ω) =
1

k2 − k20
=

−1

k20 − k2
(1.27)

lo cual implica k0 = ±
√
k2 = ±k. La función de Green queda

G(~r,~r′, t, t′) =
−1

(2π)4

∫ ∞
−∞

1

k20 − k2
e−i

~k·(~r−~r′)+iω(t−t′)d3kdω

G(~r,~r′, t, t′) =
−1

(2π)4

∫ infty

−∞
d3ke−i

~k·(~r−~r′)
∫ ∞
−∞

eiω(t−t
′)

ω2

c2 − k2
dω (1.28)

1.6 Solución de Green

Hay que realizar la integral de la ec. (1.28) para resolver el problema. Primero vamos a realizar la
integral de frecuencias, para lo cual utilizamos el teorema de los residuos:∫ ∞

∞

eiω(t−t
′)

(ω/c+ k)(ω/c− k)
= −2πi

∑
j

Rj (1.29)

Utilizamos un contorno que incluye ambos polos y que pasa por la parte negativa del eje imaginario
del plano complejo. Los residuos son

lim
ω→ck

eiω(t−t
′)

(ω/c+ k)(ω/c− k)
(ω/c− k) =

eick(t−t
′)

2k
(1.30)

lim
ω→−ck

eiω(t−t
′)

(ω/c+ k)(ω/c− k)
(ω/c+ k) =

eick(t−t
′)

2k
(1.31)

con lo que ∫ ∞
∞

eiω(t−t
′)

(ω/c+ k)(ω/c− k)
= −2πi

[
eick(t−t

′) − e−ick(t−t′)

2k

]

=
2π

k

[
eick(t−t

′) − e−ick(t−t′)

2i

]
=

2π

k
sin(ck(t− t′)) (1.32)
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Ahora usemos (1.32) en (1.28)

G(~r,~r′, t, t′) = − −1

(2π)3

∫ ∞
−∞

d3ke−i
~k·(~r−~r′) sin[ck(t− t′)]

k
(1.33)

para evaluar esta integral utilizamos coordenadas esféricas

d3k = k2dkdΩ = k2dk sin θdθdφ

donde θ es el ángulo entre ~k y ~r.

G = − 1

(2π)3

∫ 2π

0

dφ

∫ ∞
0

kdk

∫ π

0

e−ik||~r−~r
′|| cos θ sin[ck(t− t′)] sin θdθ

notamos que sin θ = d(cos θ), con lo que evaluamos

G =
−1

(2π)3

∫ ∞
0

kdk sin[ck(t− t′)]

[
eik||~r−~r

′|| − e−ik||~r−~r′||

ik||~r−~r′||

]
· 2π

G =
1

2π2

∫ ∞
0

dk sin[ck(t− t′)] sin[k||~r−~r′||]

Ahora bien, tenemos

cos(ξ − χ) = cos ξ cosχ+ sin ξ sinχ (1.34)

cos(ξ + χ) = cos ξ cosχ− sin ξ sinχ (1.35)

restamos (1.34) - (1.35) para obtener

sin ξ sinχ =
1

2
[cos(ξ − χ)− cos(ξ + χ)] (1.36)

en (1.36), sea ξ = k||~r−~r′|| y χ = ck(t− t′). Entonces,

G =
1

4π2||~r−~r′||

∫ ∞
0

dk (cos[k||~r−~r′|| − ck(t− t′)]− cos[k||~r−~r′||+ ck(t− t′)])

para hacer esta integral, utilizamos la representación de Fourier de la delta de Dirac:

δ(x) =
1

2π

∫ ∞
−∞

eikxdk =
1

2π

∫ 0

−∞
eikxdk +

1

2π

∫ ∞
0

eikxdk

=
−1

2π

∫ −∞
0

eikxdk +
1

2π

∫ ∞
0

eikxdk

en la primera integral, hacemos el cambio de variable k → −k:

=
1

2π

∫ ∞
0

e−ikxdk +
1

2π

∫ ∞
0

eikxdk

=
1

π

∫ ∞
0

eikx + e−ikx

2
dk =

1

π

∫ ∞
0

cos(kx)dk
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con esto,

G =
1

4π||~r−~r′||
δ[||~r−~r′|| − c(t− t′)]− 1

4π||~r−~r′||
δ[||~r−~r′||+ c(t− t′)] (1.37)

pero
||~r−~r′||+ c(t− t′) = 0 =⇒ ||~r−~r′|| = −c(t− t′)

si (t− t′) > 0, no puede ocurrir que ||~r−~r′|| < 0, por lo que el segundo término de 1.37 no se toma
en cuenta.

G =
1

4π||~r−~r′||
δ(||~r−~r′|| − c(t− t′)) (1.38)

para t − t′ > 0 =⇒ t > t′, por lo que vamos a introducir una función theta de Heaviside para
eliminar la posiblidad de t < t′:

Gret =
1

4π||~r−~r′||
δ(||~r−~r′|| − c(t− t′))Θ(t− t′) (1.39)

esta es la función de Green retardada y da origen a los potenciales retardados

~Aret(~r, t) =

∫
dt′
∫
µ~j(~r′, t′)

1

4π||~r−~r′||
δ(||~r−~r′|| − c(t− t′))Θ(t− t′)d3r′ (1.40)

ϕret(~r, t) = c

∫
dt′
∫
ρ(~r′, t′)

ε

1

4π||~r−~r′||
δ(||~r−~r′|| − c(t− t′))Θ(t− t′)d3r′ (1.41)

1.7 Potenciales retardados para fuentes puntuales

Para fuentes puntuales podemos escribir

ρ(~r′, t′) = qδ(~r′ −~l(t′)) (1.42)

~j(~r′, t′) = ~vqδ(~r′ −~l(t′)) (1.43)

donde~l(t′) es la trayectoria de la fuente puntual, y ~v(t′) = d~l/dt′. Introduciendo en (1.40) y (1.41),
obtenemos (mostramos el cálculo para ϕ):

ϕret(~r, t) =
qc

4πε

∫
dt′δ(~r′ −~l) 1

||~r−~r′||
δ(||~r−~r′|| − c(t− t′))Θ(t− t′)d3r′

=

∫
dt′

q

4πε||~r−~l(t′)||
δ

(
||~r−~l(t′)||

c
− t+ t′

)
Ahora, utilizamos el teorema

ϕret(~r, t) =

∫
g(t′)δ(f(t′))dt′ =

∑
k=1

Ng(tk)

f ′(tk)
(1.44)

donde tk es un cero de f(t′) = 0. Definimos

g(t′) =
q

4πε||~r−~l(t′)||
(1.45)

f(t′) =
||~r−~l(t′)||

c
− t+ t′ (1.46)
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Calculamos

f ′(t′) =
df

dt
= 1 +

1

c

d

dt′
||~r−~l(t′)|| (1.47)

ahora, esta última derivada,

d

dt′
||~r−~l(t′)|| = d

dt′

√
(~r−~l) · (~r−~l) (1.48)

=
1

2

1

||~r−~l(t′)||
d

dt′

[
r2 − 2~r ·~l(t′) + l2(t′)

]
(1.49)

1

2

1

||~r−~l(t′)||

[
−2~r · d~l(t′)

dt′
+ 2~l(t′) · d~l(t′)

ddt′

]
(1.50)

Ahora, sea ~R = ~r−~l, R = ||~R|| , n̂ = ~R/R y ~β = ~v/c. Entonces, la expresión anterior queda

= − 1

R
~R · ~v

y entonces

f ′(t′) = 1−
~R · ~v
Rc

=
R− ~R · ~v/c

R
ahora bien, f(t′) = 0 nos da que

t′ = t−R/c (1.51)

lo que llamamos tiempo retardado. Con esto, el potencial retardado es

ϕ(~r, t) =
q

4πε

1

R

R

R− ~R · ~β
=

q

4πεR

1

1− n̂ · ~β
(1.52)

En el espacio vaćıo, ε = ε0, µ = µ0, c2 = 1/(µ0ε0), y c pasa a ser la velocidad de la luz en el
vaćıo, c ≈ 3 · 108 m/s

Los potenciales retardados son, entonces, para el espacio vaćıo,

ϕ(~r, t) =
1

4πε0

[
q

1− n̂ · ~β

]
1

R
(1.53)

~A(~r, t) =
µ0c

4π

[
q~β

1− n̂ · ~β

]
1

R
(1.54)

Estos potenciales hay que recordar evaluarlos en t′ = t−R/c, donde en realidad R = R(t′). Estos
son los potenciales de Liénard-Wiechert.

1.8 Campos retardados

Vamos a comenzar con la forma expĺıcita de los potenciales de Liénard-Wiechert, antes de la inte-
gración, para tener un mejor manejo de los tiempos t y t′.

ϕ(~r, t) =
q

4πε0

∫
dt′ δ

(
t′ +

R(t′)

c
− t
)

(1.55)

~A(~r, t) =
qµ0c

4π

∫
dt′

~β(t′) δ
(
t′ + R(t′)

c − t
)

R(t′)
(1.56)
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El campo eléctrico es

~E = −~∇ϕ− ∂ ~A

∂t
(1.57)

Ahora, vamos a definir

~∇ = n̂
∂

∂R

con lo que sustituimos en (1.57)

~E =
−q

4πε0

∫
dt′
(

n̂
∂

∂R

(
1

R
δ(t′ +R/c− t)

))
− qµ0c

4π

d

dt

∫
dt′

~β(t′)δ(t′ +R/c− t)
R

Usando que
∂δ(t′ +R/c− t)

∂R
=
∂δ( )

∂( )

∂(t′ +R/c− t)
∂R

= δ′( ) · 1

c

queda

~E =
q

4πε0

∫
dt′
(

n̂
1

R2
δ(t′ +R/c− t)− n̂

1

Rc
δ′(t′ +R/c− t)

)
− qµ0c

4π

d

dt

∫
dt′

~β(t′)δ(t′ +R/c− t)
R

Ahora

δ′(t′ +R/c− t) = − d

dt
δ(t′ +R(t′)− t)

esto es porque
dδ( )

d( )
=

dδ( )

dt

∂t

∂( )

pero
∂( )

∂t
= −1 =⇒ ∂t

∂( )
= −1

Con este cambio, ~E queda

~E =
q

4πε0

∫
dt′
(

n̂
1

R2
δ(t′ +R/c− t) + n̂

1

Rc

d

dt
δ(t′ +R/c− t)

)
−qµ0c

4π

d

dt

∫
dt′

~β(t′)δ(t′ +R/c− t)
R

~E =
q

4πε0

∫
dt′ n̂

1

R2
δ(t′ +R/c− t)

+

∫ [
q

4πε0c
n̂

1

R

d

dt
δ(t′ +R/c− t)− qµ0c

4π

d

dt

~β(t′)δ(t′ +R/c− t)
R

]
dt′

como n̂ = ~R(t′)/R(t′) es constante en t,

~E(~r, t) =
q

4πε0

∫
n̂

R2
δ(t′ +R/c− t)dt′ + qcµ0

4π

d

dt

∫
( n̂− ~β)δ(t′ +R/c− t)

R
dt′

Ahora volveremos a utilizar el teorema (1.44), con las definiciones (1.45) y (1.46). Utilizaremos
la definición

s = 1− n̂ · ~β (1.58)
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Además, sabemos que t′ = t − R/c, con lo que t = t′ + R/c, y entonces dt/dt′ = 1 + (1/c)dR/dt′.

Pero dR/dt′ = − n̂ · ~β. Entonces dt/dt′ = 1− n̂ · ~β = s.
Con esto,

~E(~r, t) =
q

4πε0

n̂

R2

R

R− ~R · ~v/c
+
qcµ0

4π

d

dt

(
n̂− ~β

R
· R

R− ~R · ~v/c

)

=
q

4πε0

n̂

sR2
+
qcµ0

4π

1

s

d

dt′
n̂− ~β

Rs

Utilizando el cambio de variable dt = sdt′ =⇒ d/dt = (1/s)d/dt′. Hay que recordar que s = s(t′)
y R = R(t′). Ahora derivamos

=
q

4πε0

n̂

sR2
+
qcµ0

4π

1

s

[
˙̂n− ~̇β
Rs

− n̂− ~β

(Rs)2
(Ṙs+Rṡ)

]

donde el punto es derivación respecto a t′. Ahora vamos a calcular las derivadas

˙̂n =
d

dt′

(
~R

R

)
= ~̇R

1

R
− 1

R2
~RṘ

recordando que d~R/dt′ = d(~r−~l(t′))/dt′ = −~v y Ṙ = −c n̂ · ~β,

˙̂n =
−~v
R

+
~R

R2
c n̂ · ~β =

c

R
( n̂ · ~β) n̂− c

R
~β

y

ṡ =
d

dt′
(1− ~β · n̂) = − d

dt′
(~β · n̂) = −(~̇β · n̂ + ~β · ˙̂n)

sustituimos,

~E =
q

4πε0

n̂

sR2
+

q

4πε0sc

[
c

sR2
( n̂( n̂ · ~β)− ~β)−

~̇β

sR
−

( n̂− ~β)

(Rs2)

(
−c
(

n̂ · ~β
)
s−R

(
n̂ · ~̇β + ~β ·

[
c

R
n̂
(

n̂ · ~β
)
− c

~β

R

]))]
Ahora que tenemos todos los términos, vamos a escoger solamente los términos que van como

1/R, pues son los que más distancia sobreviven. A esos términos en conjunto los llamamos campo
de radiación o campo lejano:

~Elej =
q

4πε0c

( n̂ · β̇)( n̂− ~β)− ~̇βs
s3R

(1.59)

=
q

4πε0c

( n̂ · β̇)( n̂− ~β)− ~̇β(1− n̂ · ~β)

(1− n̂ · ~β)3R
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que podemos escribir también utilizando el producto cruz

~Elej =
q

4πε0cR

n̂×
[
( n̂− ~β)× ~̇β

]
(1− n̂ · ~β)3

(1.60)

y también

~B =
1

c
n̂× ~E (1.61)

1.9 Intensidad de radiación

Iniciamos con (1.59). Calculamos ~B:

~B =
1

c
( n̂× ~E) =

q

4πε0c2
−( n̂ · ~̇β) n̂× ~β − n̂× ~̇β(1− n̂ · β̂)

(1− n̂ · ~β)3R
(1.62)

Ahora construimos ~S:

~S =
1

µ0

~E× ~B =
q2

µ0(4πε0)2c3R2(1− n̂ · ~β)6

[
( n̂ · β̇)( n̂− ~β)− ~̇β(1− n̂ · ~β)

]
×
[
−( n̂ · ~̇β) n̂× ~β − n̂× ~̇β(1− n̂ · β̂)

]
vamos a concentrarnos en los términos vectoriales (después de la fracción)

− n̂× ( n̂× ~β)︸ ︷︷ ︸
1

( n̂ · ~̇β)2 − ( n̂ · ~̇β) n̂× ( n̂× ~̇β)︸ ︷︷ ︸
2

(1− n̂ · ~β) (1.63)

+( n̂ · ~̇β)2 ~β × ( n̂× ~β)︸ ︷︷ ︸
3

+ ~β × ( n̂× ~̇β)︸ ︷︷ ︸
4

(1− n̂ · ~β)( n̂ · ~̇β)

+ ~β × ( n̂× ~β)︸ ︷︷ ︸
5

(1− n̂ · ~β)( n̂ · ~̇β) + ~̇β × ( n̂× ~̇β)︸ ︷︷ ︸
6

(1− n̂ · ~β)2

vamos a llamar con los números indicados a los triples productos cruz, y vamos a llamar
acompañante a los otros factores que constituyen el término pero no son parte del triple producto
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cruz. Desarrollamos los productos cruz:

n̂× ( n̂× ~β) = n̂( n̂ · ~β)︸ ︷︷ ︸
n1

− ~β︸︷︷︸
b1

n̂× ( n̂× ~̇β) = n̂( n̂ · ~̇β)︸ ︷︷ ︸
n2

− ~̇β︸︷︷︸
b2

~β × ( n̂× ~β) = n̂β2︸︷︷︸
n3

− ~β( n̂ · ~β)︸ ︷︷ ︸
b3

~β × ( n̂× ~̇β) = n̂(~β · ~̇β)︸ ︷︷ ︸
n4

− ~̇β( n̂ · ~β)︸ ︷︷ ︸
b4

~̇β × ( n̂× ~β) = n̂(~̇β · ~β)︸ ︷︷ ︸
n5

− ~β( n̂ · ~̇β)︸ ︷︷ ︸
b5

~̇β × ( n̂× ~̇β) = n̂(~̇β)2︸ ︷︷ ︸
n6

− ~̇β( n̂ · ~̇β)︸ ︷︷ ︸
b6

Sabemos de antemano que todos los términos b deben cancelarse si se trata de una onda elec-
tromagnética, puesto que el vector de Poynting tiene que apuntar exclusivamente en la dirección
de n̂. Vamos a demostrar eso. Escribimos todos los términos b con su respectivo acompañante:

(b1) : −~β( n̂ · ~̇β)2︸ ︷︷ ︸
−A

(b2) : − ~̇β(1− n̂ · ~β)( n̂ · ~̇β) = −~̇β( n̂ · ~̇β)︸ ︷︷ ︸
−C

+ ~̇β( n̂ · ~β)( n̂ · ~̇β)︸ ︷︷ ︸
+D

(b3) : ~β( n̂ · ~β)( n̂ · ~̇β)2︸ ︷︷ ︸
+B

(b4) : ~̇β(~β · n̂)(1− n̂ · ~β)( n̂ · ~̇β) = ~̇β(~β · n̂)(~̇β · n̂)︸ ︷︷ ︸
+E

− ~̇β(~β · n̂)2( n̂ · ~̇β)︸ ︷︷ ︸
−F

(b5) : ~β( n̂ · ~̇β)(1− n̂ · ~β)( n̂ · ~̇β) = ~β( n̂ · ~̇β)2︸ ︷︷ ︸
+A

− ~β( n̂ · ~̇β)2( n̂ · ~β)︸ ︷︷ ︸
−B

(b6) : ~̇β( n̂ · ~̇β)(1− n̂ · ~β)2 = ~̇β( n̂ · ~̇β)︸ ︷︷ ︸
+C

+ ~̇β( n̂ · ~β)2( n̂ · ~̇β)︸ ︷︷ ︸
+F

− 2~̇β( n̂ · ~̇β)( n̂ · ~β)︸ ︷︷ ︸
−D−E

y como se observa expĺıcitamente, todos los términos se cancelan en efecto. Ahora escribimos los
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términos n con sus respectivos acompañantes:

(n1) : − n̂( n̂ · ~β)( n̂ · ~̇β)2

(n2) : − n̂( n̂ · ~̇β)2(1− n̂ · ~β) = − n̂( n̂ · ~̇β)2︸ ︷︷ ︸
agrup. con n3

+ n̂( n̂ · ~̇β)2( n̂ · ~β)︸ ︷︷ ︸
−n1

(n3) : n̂β2( n̂ · ~̇β)2

(n4) : n̂(~β · ~̇β)(1− n̂ · ~β)( n̂ · ~̇β)

(n5) : n̂(~β · ~̇β)(1− n̂ · ~β)( n̂ · ~̇β) } Suma con n4

(n6) : n̂~̇β2(1− n̂ · ~β)2

Ahora insertamos la expresión trabajada en ~S = S n̂ para obtener:

S =
dW

dt dA
=

q2

µ0(4πε0)2c3R2

[
~̇β2

(1− n̂ · ~β)4
+

2( n̂ · ~̇β)(~β · ~̇β)

(1− n̂ · ~β)5
− (1− β2)( n̂ · ~̇β)2

(1− n̂ · ~β)6

]
(1.64)

entonces,

dW

dt dΩ
=

q2

µ0(4πε0)2c3

[
~̇β2

(1− n̂ · ~β)4
+

2( n̂ · ~̇β)(~β · ~̇β)

(1− n̂ · ~β)5
− (1− β2)( n̂ · ~̇β)2

(1− n̂ · ~β)6

]
(1.65)

Un comentario adicional: hay que recordar que S = S(t), pero todas las demás variables están en
función de t′, el tiempo retardado. Por lo tanto, si fuera necesario integrar esta expresión en el
tiempo, hay que hacer el cambio de variable dt′ = (1− n̂ · ~β)dt′.

2 Movimiento de una part́ıcula relativista en un campo magnético
constante

A continuación vamos a calcular la trayectoria de una part́ıcula que se mueve a velocidades rela-
tivistas inmersa en un campo magnético constante, es decir, el fenómeno f́ısico que nos llevará a la
radiación de sincrotrón.

Vamos a suponer que hay un electrón que se mueve en un campo magnético constante ~B = B0 ẑ.
Primero, su tetraposición es

r = (ct,~r(τ))

la tetravelocidad

v =
d

dτ
r =

(
c

dt

dτ
,

d~r

dτ

)
=

(
c

dt

dτ
,

d~r

dt

dt

dτ

)
pero d~r/dt = ~v, y dt/dτ = γ. Entonces v = (cγ, ~vγ). Definimos el tetramoméntum como p = mv.
El moméntum 3D entonces queda

~p = γm~v

Una part́ıcula que se mueve en un campo magnético constante se mueve de acuerdo a

d~p

dt
= q~v × ~B (2.1)

12



Entonces
d~p

dt
= m

dγ

dt
~v +mγ

d~v

dt

d~p

dt
= − mv

(1− v2/c2)3/2
dv

dt

d~r

dt
+mγ

d2~r

dt2
(2.2)

Ahora, vamos a demostrar que el primer término del lado derecho de (2.2) es cero. Para ello,
hagamos producto punto de (2) con ~v:

d

dt
(γm~v) · ~v = q~v × ~B · ~v

d

dt
(γm~v) · ~v = −q~B× ~v · ~v

utilizamos que ~A× ~B · ~C = ~A · ~B× ~C

d

dt
(γm~v) · ~v = −q~B · ~v × ~v = 0

Entonces,

m
dγ

dt
~v · ~v +mγ

d~v

dt
· ~v = 0

dγ

dt
v2 + γ

1

2

d

dt
(v2) = 0

dγ

dt
v + γ

1

2
2v

dv

dt
= 0

dγ

dt
v + γ

dv

dt
= 0

Esto último implica que
d

dt
(γv) = 0 (2.3)

lo que significa que γv debe ser constante, pero como γ = γ(v), esto significa que v es constante
y que γ es constante, por lo que dγ/dt = 0 y el primer término del lado derecho de (2.2) es cero.
Entonces,

mγ
d2~r

dt2
= q~v × ~B (2.4)

Empezamos a resolver esta ecuación diferencial.

mγ

(
d2x

dt2
x̂ +

d2y

dt2
ŷ +

d2z

dt2
ẑ

)
= q

(
−dx

dt
ŷ +

dy

dt
x̂

)
B0

mγ
d2x

dt2
= q

dy

dt
B0 (2.5)

mγ
d2y

dt2
= −qdx

dt
B0 (2.6)

mγ
d2z

dt2
= 0 (2.7)
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Integramos (2.6): ∫
mγ

d2y

dt2
dt = −

∫
q

dx

dt
B0dt+ C1

mγ
dy

dt
= −qB0x+ C1

=⇒ dy

dt
= −qB0x

mγ
+ C ′1

Insertamos en (2.5):

mγ
d2x

dt2
= −qB0

(
qB0

mγ

)
x+ C ′′1

=⇒ d2x

dt2
= −

(
qB0

mγ

)2

x+ C ′′1 (2.8)

Sea ω0 := qB0/(mγ), y pongamos un punto como derivación respecto a t. Entonces,

ẍ+ ω0x = C ′′1 (2.9)

Ahora, con (2.5), ∫
ẍdt =

∫
ω0ẏdt+ C2

ẋ = ω0y + C2

ÿ = −ω2
0y + C ′2

=⇒ ÿ + ω2
0y = C ′2 (2.10)

Solución homogénea:

xh(t) = c3 cosω0t+ c4 sinω0t; yh(t) = c5 cosω0t+ c6 sinω0t

Solución particular:

x =
c′′1
ω0

; y =
c′2
ω0

Solución general: {
x(t) = x′0 + c3 cosω0t+ c4 sinω0t

y(t) = y′0 + c5 cosω0t+ c6 sinω0t

donde x′0, y′0 son constantes, y corresponden a una posición particular que podemos, sin pérdida
de generalidad, establecer como cero, si además escogemos las condiciones x(0) = a, y(0) = 0,
vx(0) = 0, vy(0) = ω0a. Sustituyendo las condiciones iniciales, obtenemos

x(0) = c3 cosω00 + 0 = c3 = a

vx(0) = −a · 0 + c4ω0 cos 0 = c4ω0 = 0 =⇒ c4 = 0

y(0) = c5 + c6 · 0 = c5 = 0

vy(0) = c6ω0 = ω0a =⇒ c6 = a

14



Figure 3.1: Ubicación de los vectores para una part́ıcula en movimiento circular.

con lo que queda

x(t) = a cosωt (2.11)

y(t) = a sinωt (2.12)

con

ω0 =
qB0

mγ
(2.13)

3 Radiación de sincrotrón

3.1 Intensidad de radiación

En el caso de la radiación de sincrotrón,

~l(t′) = a(cosω0t
′ x̂ + sinω0t

′ ŷ)

~β(t′) =
ω0a

c
(− x̂ sinω0t

′ + ŷ cosω0t
′) = β(− x̂ sinω0t

′ + ŷ cosω0t
′)

~̇β(t′) = −ω
2
0

c
~l(t′)

La normal es idéntica a ~r para el campo lejano. Ahora vamos a definir, sin pérdida de generalidad,
a n̂ como

n̂ = x̂ sin θ + ẑ cos θ

Con esto,
s = 1− n̂ · ~β = 1 + β sinω0t

′ sin θ

Además,

~β · ~̇β =
ω0a

2

c
( ρ̂ · φ̂) = 0

~̇β2 =
ω4
0a

2

c2
= ω2

0β
2

( n̂ · ~̇β)2 = [β sin θ cosω0t
′]
2
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Con esto, obtenemos la expresión

dW

dt dΩ
=

q2

(4π)2ε0c

[
β2ω2

0

(1 + β sinω0t′ sin θ)4
+

(1− β2)β2ω2
0 sin2 θ cos2 ω0t

′

(1 + β sinω0t′ sin θ)6

]
(3.1)

Con un poco de álgebra, podemos escribir esta expresión de una forma más compacta. Nos
concentramos en lo que está dentro de los corchetes de (3.1).

ω2
0β

2(1 + β sin θ sinω0t
′)2 − (1− β2)(ω2

0β
2 sin2 θ cos2 ω0t

′)

(1 + β sin θ sinω0t′)6

Nos concentramos en el numerador de esta última expresión

ω2
0β

2 + 2ω2
0β

3 sin θ sinω0t
′ + β2 sin2 θ sin2 ω0t

′β2ω2
0 − (1− β2)(ω2

0β
2 sin2 θ cos2 ω0t

′)

Sacamos a factor común ω2
0β

2, y nos concentramos en el otro factor

1 + 2β sin θ sinω0t
′ + β2 sin2 θ − sin2 θ cos2 ω0t

′

= 1 + 2β sin θ sinω0t
′ + β2 sin2 θ − sin2 θ + sin2 θ sin2 ω0t

′

= cos2 θ + 2β sin θ sinω0t
′ + β2(1− cos2 θ) + sin2 θ sin2 ω0t

′

= cos2 θ + 2β sin θ sinω0t
′ + β2 − β2 cos2 θ + sin2 θ sin2 ω0t

′

= (β + sin θ sinω0t
′)2 + (1− β2) cos2 θ

con lo que la expresión completa queda

dW

dt dΩ
=
q2ω2

0β
2

16π2ε0c

[
(β + sin θ sinω0t

′)2 + (1− β2) cos2 θ

(1 + β sin θ sinω0t′)6

]
(3.2)

Nos interesa la potencia promedio en una vuelta, puesto que la duración de una vuelta puede ser
tan corta que un instrumento solamente registrará el valor promedio. Para ello, debemos recordar
lo discutido en la §1.9, porque el lado derecho de (3.2) está en función de t′, y el lado izquierdo tiene
el diferencial dt. Lo que hacemos es utilizar el tiempo retardado, y una vuelta en t′ seŕıa integrar
en la región 0 < ω0t

′ < 2π, con lo que podemos hacer dos cambios de variable:

dt = (1− n̂ · ~β)dt′

φ = ω0t
′ =⇒ dφ = ω0dt

′

con lo que nos queda〈
dW

dt dΩ

〉
=

q2ω0β
2

16π2ε0c

∫ 2π

0

(β + sin θ sinφ)2 + (1− β2) cos2 θ

(1 + β sin θ sinφ)5
dφ (3.3)
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Figure 3.2: Marco de referencia instantáneo para determinar el frente de onda.

3.2 Frente de onda

Si nos interesa saber cómo irradia la part́ıcula en el espacio, vamos a usar un sistema de referencia
instantáneo.

n̂ = sin θ cosφ x̂ + sin θ sinφ ŷ + cos θ ẑ

En este sistema instantáneo, ~̇β = −ω0β x̂ y también ~β = β ŷ. Entonces, ( n̂·~̇β)2 = (−ω0β sin θ cosφ)2 =
ω2
0β

2 sin2 θ cos2 φ.

dW

dt dΩ
=

q2

16π2ε0c

[
ω2
0β

2

(1− β sin θ sinφ)4
− (1− β2)(ω2

0β
2 sin2 θ cos2 φ)

(1− β sin θ sinφ)6

]
(3.4)

Al poner un cierto valor de la ecuación anterior y dejar los parámetros θ y φ libres, obtenemos
una superficie que corresponde al frente de onda, pues por definición es perpendicular al vector n̂
de dirección de propagación.
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Graficación del frente de onda de radiación de sincrotrón
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3.3 Espectro en una trayectoria periódica

Para encontrar el espectro, puesto que la trayectoria de la part́ıcula es periódica, hay que trabajar
con cuidado. En primer lugar, vamos a trabajar con el promedio en una vuelta de la part́ıcula
(peŕıodo T ), porque nos interesa saber qué frecuencias hay después de una vuelta. Entonces, lo que
hacemos es integrar

dP̄

dΩ
=

∫ T

0

dW

dt dΩ
dt

como la integración no es en todo el tiempo t, sino solamente en una vuelta, esta cantidad es por
unidad de tiempo y sigue siendo una potencia. Entonces,

dP̄

dΩ
=

1

T

∫ T

0

||~S||R2dt (3.5)

como ||~B|| = ||~E||/c, ~S = (1/µ0)~E× ~B,

=
R2

cµ0

1

T

∫ T

0

||~E||2dt

Ahora vamos a hacer una expansión en serie de Fourier del campo, de forma que

~E(~r, t) =

∞∑
l=−∞

~El(~r)eilω0t (3.6)

cuyos coeficientes son

~El =
ω0

2π

∫ 2π/ω0

0

~Elej(~r, t)e
−ilω0tdt (3.7)

con lo que

dP̄

dΩ
=

R2

cµ0

1

T

∫ T

0

∥∥∥∥∥2

∞∑
l=0

~Ele
ilω0t

∥∥∥∥∥
2

dt

=
R2

cµ0

4

T

∫ T

0

∞∑
l=0

∞∑
l′=0

~El · ~E∗l′ei(l−l
′)ω0tdt

ahora bien, esta última expresión podemos transformarla de la siguiente manera: (u = ω0t =⇒
du = ω0dt, T = 2π/ω0)∫ T

0

ei(l−l
′)ω0tdt =

1

ω0

∫ 2π

0

ei(l−l
′)udu =

2π

ω0
δll′ = Tδll′

(esta identidad se puede probar por medio del teorema de residuos). Con esto,

dP̄

dΩ
=

R2

cµ0

4

T
T

∞∑
l=0

∞∑
l′=0

~El · ~E∗l′δll′

dP̄

dΩ
=

∞∑
l=0

4
R2

cµ0
‖~El‖2
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Entonces, ahora introducimos (3.7),

dP̄

dΩ
=

∞∑
l=0

4R2

cµ0

∥∥∥∥∥ω0

2π

∫ 2π/ω0

0

~Elej(~r, t)e
−ilω0tdt

∥∥∥∥∥
2

Sustituimos (1.59), y recordando que la expresión está al cuadrado (multiplicada por conjugado
complejo) es lo mismo que escribirla con un signo positivo en la exponencial

dP̄

dΩ
=

∞∑
l=0

4R2

cµ0

∥∥∥∥∥∥∥
ω0

2π

∫ 2π/ω0

0

q

4πε0cR

n̂×
[
( n̂− ~β)× ~̇β

]
(1− n̂ · ~β)3

eilω0tdt

∥∥∥∥∥∥∥
2

(3.8)

Ahora tenemos que fijarnos en algo muy importante: el tiempo que estamos integrando es el tiempo
”normal”, pero el integrando ~Elej depende de t′, el tiempo retardado. Para continuar, vamos a poner
toda la integral en términos del tiempo retardado. Hacemos el cambio de variable1

dt = (1− n̂ · ~β)dt′; t = t′ + ||~r−~l||/c

pero para distancias grandes, en las que el campo lejano es válido, R ≈ r, ||~l|| → 0.

||~r−~l|| =
√
r2 − 2~r ·~l + ||~l||2 =

√
r2 − 2~r ·~l = r

√
1− 2

~r

r
·~l

≈ r

(
1− 2~r ·~l

2r

)
≈ r

c
− n̂ ·~l

c

con lo que el cambio de variable queda

t = t′ +
r

c
− n̂ ·~l

c

Ahora, (3.8) queda

dP̄

dΩ
=

∞∑
l=0

4

cµ0

ω2
0

4π2

q2

(4πε0c)2

∥∥∥∥∥∥∥exp(ilω0r)

∫ 2π/ω0

0

n̂×
[
( n̂− ~β)× ~̇β

]
(1− n̂ · ~β)3

eilω0(t
′− n̂·~l/c)dt′(1− n̂ · ~β)

∥∥∥∥∥∥∥
2

(3.9)
Simplificando (y recordando que exp(ilω0r) exp(−ilω0r) = 1)

dP̄

dΩ
=

∞∑
l=0

ω2
0

cµ0π2

q2

(4πε0c)2

∥∥∥∥∥∥∥
∫ 2π/ω0

0

n̂×
[
( n̂− ~β)× ~̇β

]
(1− n̂ · ~β)2

eilω0(t
′− n̂·~l/c)dt′

∥∥∥∥∥∥∥
2

(3.10)

Ahora vamos a usar el hecho que

n̂×
[
( n̂− ~β)× ~̇β

]
(1− n̂ · ~β)2

=
d

dt

[
n̂× ( n̂× ~β)

(1− n̂ · ~β)

]
1No confundir el vector ~l, la trayectoria de la part́ıcula, con el ı́ndice l de la serie de Fourier.
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Figure 3.3: Vector unitario ~θ = − cos θ x̂ + sin θ ẑ.

para integrar por partes. La integral que queda es∫ 2π/ω0

0

n̂× ( n̂× ~β)

(1− n̂ · ~β)

d

dt′
eilω0(t

′− n̂·~l/c)dt′ =

∫ 2π/ω0

0

n̂× ( n̂× ~β)

(1− n̂ · ~β)
eilω0(t

′− n̂·~l/c) · ω0l(1− n̂ · ~β)dt′

Lo introducimos en (3.10)

dP̄

dΩ
=

∞∑
l=0

l2ω4
0

cµ0π2

q2

(4πε0c)2

∥∥∥∥∥
∫ 2π/ω0

0

n̂× ( n̂× ~β)eilω0(t
′− n̂·~l/c)dt′

∥∥∥∥∥
2

(3.11)

Ahora usamos el hecho que

[ n̂× ( n̂× ~β)] · [ n̂× ( n̂× ~β)] = [ n̂( n̂ · ~β)− ~β]2

= n̂ · n̂( n̂ · ~β)2 − 2 n̂ · ~β( n̂ · ~β) + ~β2 = −(~β · n̂)2 + β2 = [~β × n̂]2

Esta última identidad es la identidad de Lagrange, y puede ser demostrada fácilmente utilizando
componentes. Con esto, (3.11) se simplifica a su forma final

dP̄

dΩ
=

∞∑
l=0

l2ω4
0

cµ0π2

q2

(4πε0c)2

∥∥∥∥∥
∫ 2π/ω0

0

~β × n̂ eilω0(t
′− n̂·~l/c)dt′

∥∥∥∥∥
2

(3.12)

Esta no es la única forma de obtener el espectro. En particular, esta forma no es la más útil
para visualizar globalmente el espectro debido al desarrollo en serie, lo que significa que hay que
hacer aproximaciones. No obstante, esta forma permite conocer con exactitud cuál es el pico en
cada frecuencia. Otra opción era considerar casos especiales, por ejemplo, cuando β ≈ 1. Aunque
esta última opción da una visión global más adecuada, se pierde la exactitud con cada frecuencia,
y además, nos limita el rango de velocidades para los que la ecuación es válida.

3.4 Espectro de sincrotrón

Ahora vamos a calcular el espectro de sincrotrón utilizando (3.12). Necesitamos calcular la integral

~Γ =

∫ 2π/ω0

0

(~β × n̂)eilω0(t− n̂·~l(t)/c)dt
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donde hemos hecho el cambio de variable muda t′ → t. Dado que ~β × n̂ es normal a n̂, y
hemos aproximado n̂ ≈ r̂ de coordenadas esféricas, podemos considerar que hay dos componentes.
Calculamos

~β × n̂ = β(− x̂ sinω0t+ ŷ cosω0t)× ( x̂ sin θ + ẑ cos θ)

= β( ŷ sinω0t cos θ − ẑ sin θ cosω0t+ x̂ cosω0t cos θ)

= β(−ω0a

c
cosω0t θ̂ +

ω0a

c
cos θ sinω0t φ̂)

n̂ ·~l = ( x̂ sin θ + ẑ cos θ) · a(cosω0t x̂ + sinω0t ŷ) = a sin θ cosω0t

Entonces, la integral es
Γ2 = |Γθ|2 + |Γφ|2

Vamos a considerar cada integral por separado. Hacemos el cambio de variable α = ω0t.

Γθ =
a

c

∫ 2π

0

cosαeil(α−β sin θ cosα)dα (3.13)

Γφ =
a cos θ

c

∫ 2π

0

sinαeil(α−β sin θ cosα)dα (3.14)

Estas integrales se pueden poner en términos de funciones de Bessel con las siguientes identidades:

Jl(x) =
i−l

2π

∫ 2π

0

ei(lα−x cosα)dα (3.15)

Jl+1(x) + Jl−1(x) =
2l

x
Jl(x) (3.16)

l

x
Jl(x)− Jl+1(x) = J ′l (x) (3.17)

Jl−1(x)− Jl+1(x) = 2J ′l (x) (3.18)

En resumen, lo que hay que hacer es utilizar (3.15) para construir Jl+1 y Jl−1 y formar sinα y
cosα en su forma exponencial. Usamos x = lβ sin θ y luego usamos (3.16)–(3.18) para formar las
expresiones siguientes:

Γθ =
2πa

c
il+1J ′l (lβ sin θ) (3.19)

Γφ =
2πa

c
il
Jl(lβ sin θ)

β sin θ
cos θ (3.20)

Finalmente ponemos todos estos resultados en (3.12):

dP̄

dΩ
=

∞∑
l=0

l2ω4
0

cµ0π2

q2

(4πε0c)2

[(
2πa

c
il+1J ′l (lβ sin θ)

)2

+

(
2πa

c
il
Jl(lβ sin θ)

β sin θ
cos θ

)2
]

(3.21)

dP̄

dΩ
=

∞∑
l=0

l2ω4
0

cµ0

q2

(4πε0c)2
4a2

c2

[
(J ′l (lβ sin θ))

2
+

cot2 θ

β2
(Jl(lβ sin θ))

2

]
(3.22)

dP̄

dΩ
=

∞∑
l=0

4l2ω2
0

cµ0

q2

(4πε0c)2
β2

[
(J ′l (lβ sin θ))

2
+

cot2 θ

β2
(Jl(lβ sin θ))

2

]
(3.23)
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Graficación del espectro de radiación de sincrotrón.
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