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1 Emision y absorciéon

1.1 Notas sobre el espacio de Hilbert

El espacio de Hilbert $), contiene elementos |a) y operadores A. Cada elemento
puede asociarse a un estado del sistema, pero solo puede pensarse como un
elemento abstracto hasta que se proyecta en un espacio. Con el operador A
se obtiene la representacion en A de un estado. Los estados pueden escribirse
como un producto directo de representaciones en diversos espacios, por ejemplo
un protén p tiene carga positiva, que puede representarse en el espacio de carga

como un vector
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pero también puede tener un espin positivo, que puede representarse como un
vector en el espacio de espin. El producto directo de ambas cantidades combina

los dos espacios.
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1.2 Mecéanica cuantica del campo electromagnético libre
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Uno puede representar el campo electromagnético utilizando el gauge de Coulomb,
es decir haciendo ¢ = 0; V- A= 0, para un campo libre. Consideremos un
campo libre restringido a una regién cibica (Q = L?), de forma que podamos
poner como condiciones de frontera

ALy, zt) = A0,y,2,1)
/T(a:,L,z,t) = A’(I,O,Z,t)
A(z,y,Lt) = Az,9,0,1)

Ahora, podemos hacer una expansion en serie de Fourier del campo electro-
magnético, y haciéndola cumplir con la condicién del gauge de Coulomb y las



condiciones de frontera, y eligiendo un factor conveniente de normalizacion,
obtenemos:
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donde az_ (t) = aj, (0) exp[—zwk't]; o= 1,2. Los vectores Uy , = U, if ,
corresponden a vectores de polarizacién, y deben ser siempre perpendiculares a
k= 2%(7%7 ny,n.)". Estamos interesados en obtener la energia del sistema, que
podemos asociarla a un hamiltoniano. Segun el electromagnetismo clésico, la
energia del sistema esta dada por
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que, al realizar todos los calculos y simplificar, se obtiene el hamiltoniano de la
radiacion:
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que se parece a lo que se obtiene para el oscilador armoénico cuantico. Podemos
identificar los coeficientes aj_ con operadores sobre un estado ng_ del campo
electromagnético, de forma que el nimero en ese estado se asocia con el nimero
de fotones en el campo electromagnético. Entonces,
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y utilizamos la relacién de conmutacion [a,;o,a]g,g,] = 03370001, de forma que,
simplificando,
1
H,wq = Z huwy (agaaga + 2)
ko

pero, si tenemos un numero infinito de k, la energia divergeria, por lo que el
término % debe eliminarse y el hamiltoniano del campo electromagnético queda
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Y al actuar estos operadores sobre el estado de numero de fotones, tendriamos
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1.3 Interaciéon de un atomo con la radiacion
El hamiltoniano total en ese caso sera

H= Hétomo + Hrad + Hy

donde H; es el hamiltoniano de interacién, y serd tratado como una pertur-
baciéon. Entonces, tendriamos, para el dtomo con potencial denotado como
V= V(...7fi7fj, )
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al desarrollar el cuadrado, volvemos a obtener el hamiltoniano del 4tomo, pero
con los siguientes términos de interacién
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Consideremos una sola particula en el campo (quitamos el subindice ), y sepa-
ramos el hamiltoniano de interacién, de modo que ahora podamos escribir

Hi=H +H"

con H' la parte proporcional a A, y H” la parte proporcional a A2,

1.4 Emisién de luz por un atomo excitado

Dado que vamos a considerar H; como una perturbacién, el hamiltoniano sin
perturbar serd Hy = Hatomo + Hrad, por lo que los estados iniciales y finales del
sistema seran:

|Z> = |a>at0mo ® |nE0>
|f> |b>étomo®|---nga+1...>

puesto que hay emision, en el estado final del sistema habra un foton adicional.
Como vemos en la definicion del hamiltoniano de interaccion, este proceso es
)
de primer orden al no ser un sistema de electron-foton libre, sino que esta
) y )
ligado, no se viola la conservacién del moméntum y la energia. No es posible
b)
para ese proceso utilizar el hamiltoniano H”, dado que contiene en cada uno de
sus términos al menos dos operadores, que crearian o aniquilarian dos fotones.
Ahora, hay que recordar que los operadores aj;_solo acttian en la parte del campo
de fotones, y el operador p, solo en el atomo. La matriz de interaccién con la
) y )

que se puede, mediante teoria perturbativa, calcular la correcciéon de la energia
y la probabilidad de transicién es:
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y la probabilidad de transicién es,
prob trans 1 27 )
(M) (1) =T POEs - )
emisiéon a—b

tiempo T

Ahora hay que sustituir y simplificar, pero ademas, hay que sumar sobre
todos los posibles k&, que dependen del volumen de la regién donde consideramos
la radiaciéon. Si extendemos esta region hasta el infinito, es posible demostrar

que
Q
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ademés, hay que resolver los productos escalares p- iz, y p - iz,. Recordemos
que g, Ur,, k forman un sistema ortogonal. Entonces, podemos elegir que p’
haga un angulo 6 con k de forma que

SOl @, e a)|? = |(blge " 7|a)|? sin® 0
o

En este punto, para simplificar atin masla expresion, podemos deshacernos del
exponencial si consideramos longitudes de onda mucho mayores a las dimen-
siones atomicas (aproximacion del dipolo). Los libros de cuéntica elemental,
al tratar este problema, empiezan por considerar esta aproximacién. Nosotros,
con este tratamiento mas formal, podemos tratar perturbativamente longitudes
de onda que son de dimensiones comparables al 4tomo.

e T =1 k-7 — ...

poniéndolo todo junto, tenemos
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hacemos el cambio de variable de integracion
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con lo que ahora si es posible integrar la delta de Dirac, y finalmente,
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donde wgap = (Eq — Ep)/h. Consideremos un limite clésico, y si p= mdZ/dt, y
utilizando las ecuaciones de movimiento de Heisenberg,
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lo cual es muy similar a otro resultado obtenido
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que es la formula de Larmor.

2 Dispersion de Compton
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Al aplicar el mismo tratamiento anterior pero utilizando la solucion de la
ecuacion de Dirac para electrones libres (calculada en el anexo), es posible re-
solver perturbativamente la ecuaciéon de Dirac con el hamiltoniano de interac-
cion:

(Ho)p = Epo
(Ho+ Hr)y = EY

utilizando funciones de Green
v o= o+ [ dniGole o) Hile) o)
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De esta manera se inicia el desarrollo de las reglas de Feynman.



