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1 Potencial escalar de un anillo de corriente

Sabemos que siempre que se esté desprov1st0 de corrientes podemos deﬁnlr un potencial escalar
para calcular el campo magnético, VxB=0 = Vx VqﬁM =0 = B= V(bM

Dada la simetria que tiene el anillo, podemos calcular el potencial escalar en el eje y luego
extenderlo por medio de un desarrollo en serie de polinomios de Legendre.

Usando la ley de Biot-Savart, podemos definir un potencial escalar como
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Donde S es la superficie encerrada. Ahora, para el caso del eje, tenemos ¥ = p'p; ¥ = 2%; dA’ =
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Ahora, extendemos por polinomios de Legendre el potencial escalar. Tomamos el potencial en

el eje
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Donde (Z es el coeficiente de la expansién del binomio de Newton (en términos de funciones
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Hacemos entonces z — r, 2n—1 —1 = n = (I4+1)/2 y el potencial en todo el espacio queda
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Ahora, el campo magnético B= fﬁqﬁM
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Donde le es el polinomio asociado de Legendre correspondiente.

2 Potencial vectorial de un anillo de corriente (en términos
de integrales elipticas)
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en términos de coordenadas cartesianas. Ademds tenemos que ¥ = ré,.; 1 = r’sinf#é,,. Tenemos
también que proyectar estos vectores en coordenadas cartesianas para su correcta resta y posterior
norma.
Entonces,
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Ahora bien, vamos a utilizar la geometria axial y elegir siempre ¢ = 0. Eso implicard que
A, = A, y que la expresion se simplifique significativamente.
Entonces,
I¥ — 1| = r% + 1'% — 2rr'[sin sin 6’ cos ¢’ + cosf cos ']
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Notemos que a pesar de haber evaluado en ¢ = 0, no se pierde generalidad puesto que es posible
obtener una expresién para el campo magnético que, de acuerdo con Jackson, se reduce al dipolo
magnético para r >> a. Sin embargo, si intentamos poner § = 0 en la expresién simplificada o en
la sin simplificar, no es posible recuperar el potencial vectorial que nos lleve al campo magnético en
el eje que obtenemos con la ley de Biot-Savart. El potencial magnético se hace cero. El potencial
escalar no tiene este problema, pues al sustituir ¢ (6 = 0); =V (6 = 0) = B(A = 0) sf es posible
recuperar el campo magnético en el eje.

El potencial que hemos obtenido deberia darnos el campo magnético correcto, sin embargo, y
luego, al evaluar ese campo magnético en § = 0 se deberia obtener el campo magnético en el eje,
no obstante, ese procedimiento es mucho méas complicado.
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Expresion en términos de integrales elipticas. Debemos resolver int =
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en términos de las integrales elipticas

/2
/ ; E(k) :/ V1 —k2sin? 6
1 — k2 sin® 0

hacemos cos ¢’ = cos(m — &) = —cos&; =7 —¢'; dE = —dy con lo que
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Ahora debemos hacer que las integrales contengan sin? 6. Para ello, hacemos el cambio de variable
cos& =1 — 2sin?(£/2).
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que es igual, definiendo k2 =
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La primera de las dos integrales ya es una integral eliptica. Ahora bien, podemos transformar la
segunda por medio de
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Hacemos el cambio de variable ( = £/2 = d( = d¢/2
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con lo que, finalmente,
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3 Campo magnético del dipolo magnético y del anillo de
corriente

Utilizando el potencial vectorial calculado, debemos poder recuperar el campo magnético del dipolo
para r >> a. Primero, consideremos la versién integral del potencial
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podemos hacer una expansién para r >> a:
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y B, =0, con lo que se obtiene el campo magnético de un dipolo.

3.1 Comparacion de aproximaciones

A continuacién vamos a graficar el campo magnético del anillo, en sus diferentes aproximaciones.

3.1.1 Ley de Biot-Savart

Primero, graficamos utilizando Python una seccién transversal del campo magnético del anillo,
especificamente el plano zz. Reproducimos las partes relevantes del cédigo a continuacion:

from __future__ import division
from visual import *
from numpy import arange

I = 1e9
a=20.2
c = 3el0
dphi = 0.1

for x in arange(-1,1,0.05):
for z in arange(-1,1,0.05):
B = vector(0,0,0)
for phi in arange(0,2*pi,dphi):
dl = axdphix*vector(-sin(phi),cos(phi),0)



R = vector(x,0,z) - axvector(cos(phi),sin(phi),0)

Runit = R/mag(R)

B += (1/c)*I*dl.cross(Runit)/mag2(R)
arrow(opacity=1,pos=vector(x,0,z),axis=B,shaftwidth=0.1)

Al graficarlo, obtenemos
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Algunas notas sobre la simulacién: las unidades son Gaussianas en el cédigo. Las flechas son
proporcionales a la magnitud del campo magnético local, pero estan programadas de forma que se
saturen cuando el campo alcance los 0.09 Gauss, de forma que sean siempre visibles sin distorsién
cerca del origen. Las esferas rojas pequenas representan la ubicacion de la seccién transversal del
anillo; la esfera roja del centro solamente marca el origen, sin relevancia fisica alguna.

3.1.2 Dipolo magnético

La siguiente simulacién es parecida a la anterior, pero no calculamos el campo magnético con la
ley de Biot-Savart, sino que graficamos directamente lo obtenido para un dipolo. A continuacion,
la parte del cédigo que cambia:

for x in arange(-1,1,0.05):
for z in arange(-1,1,0.05):
r = sqrt (x**x2+z**2)
theta = atan2(x,z)
Br = 2*xIxpixa**2/cxcos(theta)/ (r**3)
Bt = 2*%Ixpixa*+*2/cxsin(theta)/(r**3)
thetau = vector(cos(theta),0,-sin(theta))
ru = vector(sin(theta),0,cos(theta))
B = Br*ru+Bt*thetau
arrow(opacity=0.7,pos=vector(r*sin(theta),0,r*xcos(theta)),axis=B)

El campo estd expresado en coordenadas esféricas, pero para que la simulaciéon parezca como una
grilla equiespaciada es necesario variar sus puntos en coordenadas cartesianas, calcular el campo en
esféricas y luego convertir nuevamente el campo a cartesianas para su representacion en el espacio
R3 que ofrece VPython.



El resultado es diferente del calculado con la ley de Biot—Savart. Es claro que ahora ninguna de
las dos esferas rojas pequenas tiene significado fisico, y que el origen es el punto donde se encuentra
el dipolo infinitesimal. No obstante, fuera de la regién del anillo, el campo magnético rapidamente
se vuelve parecido al anillo.

3.1.3 Cuadrupolo

Queremos estudiar cémo se va modificando el campo magnético con la adicién de méas términos de
la expansion en serie. A continuacién, graficamos el segundo término de esa expansién (correspon-
diente a I = 3), para los mismos valores de la corriente y el radio del anillo:
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El resultado de este campo magnético es



Y al graficar conjuntamente los dos primeros términos de la expansion, la grafica se vuelve
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Como vemos, en efecto, se producen modificaciones alrededor del origen, pero estas modifica-
ciones no son suficientes para describir el campo magnético correctamente en los alrededores del
anillo. Especificamente, por ejemplo en la regién interna del anillo, el campo magnético debe estar
exclusivamente apuntando hacia +z, cosa que no ocurre aiin con dos términos.



4 Bobina de Helmholtz

Una Bobina de Helmholtz consiste en dos conductores circulares cercanos uno del otro, con lo
que la aproximacion del dipolo ya no es vélida. Queremos encontrar para qué distancia, comparada
con su radio, deben ponerse los conductores para que el campo magnético en su centro sea lo més
uniforme posible.

Primero aplicamos la ley de Biot-Savart para encontrar el campo magnético en un punto en el
eje. El origen de las coordenadas esta en el centro del sistema.
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Entonces, la posicién de ambas bobinas es '} = (R cos go, Rsinp,—a/2),y s = (Rcos g, Rsinp, +a/2),
y la posicién donde debemos averiguar el campo, ¥ = (0,0,z). La densidad de corriente serd
jdV' = Ids, y dS = Rdo(—sin g, cos ¢, 0).

Entonces, tenemos que
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Con lo que, entonces, [F —T1| = /R2+ (z —a/2)2 y [F —Ta| = + (2 +a/2)2.

Ahora introducimos coordenadas cilindricas para realizar los productos cruz mas facilmente:
ds\ = Rdpé,; T = Ré,—a/2é., con lo que ds; x (F—T1) = Rdpé, x (zé. — Ré, +a/2 é,) =
Rdp(z+a/2)é,+ Rdpé., pero como €, = (cos¢,sin¢,0), y la integral en ¢ va de 0 a 27, entonces
sabemos que la tUnica componente que sobrevive es la componente en z. Haciendo lo mismo con rs,
tenemos entonces
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B, = £R227r [(R2 + (2 —a/2)?) + (R + (2 + a/2)2)73/2]

Ahora, puesto que queremos que el campo sea lo méas uniforme posible alrededor del centro, debemos
hacer que B,(z) ~ B.(0). Por lo tanto, expandimos alrededor de z = 0:
2rIR?  6(R? —a?) zj
¢ (R?+ (a/2)?)7/2 2!




Entonces, la condicién es que R = a, para que el campo sea lo més uniforme posible. Una bobina
de Helmholtz consiste entonces de dos anillos de corriente separados por una distancia igual a la
de su radio, y que llevan corrientes iguales. El campo magnético es bastante uniforme, y son muy
ltiles en fisica de plasmas.

5 Movimiento de plasma entre dos bobinas: espejos magnéticos

Dado que en una bobina de Helmholtz el campo magnético varia lentamente a lo largo del eje, es
facil predecir el movimiento del plasma. Una particula cargada eléctricamente experimenta una
fuerza F = (¢/c)V x B. Esta fuerza es siempre perpendicular a su velocidad, por lo que en un
campo magnético uniforme no es dificil demostrar que el movimiento seréd helicoidal.

Ahora, queremos ver cualitativamente lo que sucede cuando el campo magnético varia lenta-
mente con el espacio. Especificamente pensemos en un sistema de dos bobinas, como las de
Helmholtz, pero con R << a, es decir, un sistema de dos dipolos.

Para esta simulacién, vamos a utilizar un cédigo un poco mas largo, por lo que explicaremos
a continuacién céomo funciona unicamente. Primero, generamos un cierto nimero especificado de
particulas (20 en nuestro caso), y cargamos la mitad negativamente y la mitad positivamente. Hay
una diferencia de 20 veces entre la masa de las particulas positivas con respecto a las negativas.
Esto sirve para comparar el movimiento de los electrones con el de los iones en un plasma. El
factor real es de ~ 1800, pero como nuestra intencién es obtener resultados cualitativos, el de 20
nos ayudard, de hecho a visualizarlos mejor.

A continuacién, generamos una distribuciéon maxwelliana de velocidades para las particulas. No
son velocidades aleatorias, sino que corresponden a una distribucién o exp[mv?/(2kgT)], para una
temperatura de plasma kg1 dada, en este caso, un plasma de 10 eV.

Luego, especificamos una fuerza de Lorentz y el programa se encarga de resolver las ecuaciones
diferenciales del movimiento para cada particula del plasma. Uno de los problemas importantes
con este tipo de coédigo, por muy simple que sea, es que cuando hay velocidades involucradas en la
fuerza, el método de Euler falla miserablemente a la hora de resolver las ecuaciones diferenciales: el
error numeérico aumenta rapidamente con el tiempo. Es por eso que en este cddigo integramos las
ecuaciones primero con el método de Runge-Kutta de orden 2, y luego con el método de FEuler. Los
resultados son suficientemente buenos para que en casos de prueba no se acumule un error numérico
apreciable para tiempos no muy grandes.

Ahora que hemos descrito el cédigo, veamos un caso de prueba: sin ninguna fuerza. Cuando
se corre el codigo sin fuerza alguna, el plasma debe comportarse como un gas ideal, y debe ocurrir
una expansién libre:
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Las particulas amarillas son las de carga positiva (y mayor masa: iones) y las blancas, de carga
negativa (y menor masa: electrones). Como puede verse, se afiadieron rastros a cada particula para
que pueda apreciarse su evolucién temporal (en este caso, las trayectorias son lineas rectas como
se espera de la expansion libre). La caja translicida que aparece en el fotograma estd solamente
como referencia espacial, y no tiene significado fisico.

Ahora anadimos un campo magnético que varia con el espacio, concretamente

2w la? 1 2w la? 1
B, ~ +
¢ (z+d)3 ¢ (z—d)3

Como puede verse, las particulas del plasma, iones y electrones, se mueven en forma helicoidal:
forman un circulo gracias a la fuerza de Lorentz y su movimiento en z se debe a la velocidad
aleatoria que llevaban en esa direccién. Sin embargo, a medida que las particulas se mueven en
z, su radio de giro se hace cada vez mas pequeno debido al incremento en el campo magnético.
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Recordemos que la diferencia de masa de los iones respecto a los electrones es la causante de que
su radio de giro (radio de Larmor) sea mayor. Al tener un radio de giro menor, las particulas van
ganando velocidad. Estas son las caracteristicas del movimiento del plasma cerca del eje de los dos
anillos de corriente. Cuando las particulas han ganado suficiente velocidad, pueden escapar en la
direccién z.

Ahora, finalmente, lo que ocurre al plasma al moverse en el campo de dos dipolos. Vamos a
considerar el campo magnético de un dipolo
B 2rla? cos 0 B _ Ima? sin 6

B, = - 9 = -
" c r3 c 73

y lo transformamos con el siguiente cambio de coordenadas: ¥ — T + dz. Eso significa r —
V12 +d? £+ 2dr cos 6, con lo que cos = z/r — (rcosf & d)/v/r2 + d2 £ 2dr cos 0 y también sin § =
Va2 +y2/r — rsinf/y/r2 +d? + 2drcosf. Por cierto, a es ahora el radio del anillo infinitesimal
de corriente, y d es la separacién entre una bobina y el origen de coordenadas. Con esto,

2nla? rcosf +d . B Ima? rsin @

c (rP2+d+2drcos0)? ' ¢ (12 +d® + 2drcosf)?
y de forma similar para el otro dipolo, obtenemos finalmente, al introducir en el cédigo, la simulacién
de un plasma confinado magnéticamente, hecho que se llama botella magnética.

B, =
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Algunas particulas aceleran lo suficiente como para escapar, sobre todo alrededor del eje z.
Las dos esferas rojas marcan la posicién de los dos dipolos. El movimiento de las particulas es
desordenado, aparentemente cadtico. No obstante, es claramente visible como estas particulas
ahora quedan confinadas a un espacio, atrapando efectivamente buena parte del plasma. Gracias a
que las particulas oscilan entre los dos dipolos, este tipo de sistemas se llama espejos magnéticos.

Este tipo de confinamiento del plasma existe en la naturaleza; el ejemplo tipico es el movimiento
de los electrones en el campo magnético terrestre (en cuyo caso solo hay un dipolo).

6 Fuerza entre un anillo y un medio magnético semi-infinito

i

) e 3 I ’
4 d d

El problema que consideraremos a continuacién es la fuerza que se produce entre un anillo y un
bloque semi-infinito de permeabilidad magnética p, ubicado en z < 0. El anillo se encuentra en el
vacio, donde py = 1. Primero consideremos el anillo como un dipolo ubicado en z = d, de forma
que el anillo infinitesimal sea perpendicular al plano z = 0. Esta aproximacién es valida siempre
que el radio a del anillo sea pequeno. Tal y como calculamos con anterioridad, entonces el campo
magnético serd
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_ o2rla? rcosf +d Ira? rsin 6

B ;. By =
" ¢ (r?2+d?+ 2drcosf)? o ¢ (r?+d?+2drcosf)?
Ahora, el medio u tiene una frontera plana, con lo que podemos utilizar el método de imagenes
de forma sencilla, colocando un dipolo de corriente I’ en la posicién z = —d, y para compensar, un

dipolo de corriente I"” en la posicién original z = d. En la regién z > 0, el campo ser4, entonces, la
suma del dipolo con corriente I y su imagen I’, y en la regién z < 0, el campo ser4 el causado por
la imagen I”.

B 727‘([”0,2 rcosf —d
< ¢ (r?+d?—2drcosf)?
B _27rIa2 rcosf —d +27rI’a2 rcos@ +d
= ¢ (r24d? —2drcosf)? ¢ (r2+d?+ 2drcos6)?
w1"a? rsin @
By =
— ¢ (r?+d? — 2drcos)?
mla? rsin 0 wl'a? rsin 0

By —
= ¢ (r24d? — 2drcos6)? + ¢ (r?2+d?+ 2drcosf)?

Y esto se encuentra sujeto a las condiciones de frontera

g><ﬁ :gxﬁ
2 0

plano

‘N =B:-n
E plano E
Ahora bien, dado que estamos usando coordenadas esféricas, el plano z = 0 se obtiene haciendo

0 = 7/2, con lo que localmente i = z = —6 para todo punto en el plano.
Con esto, la primera de las condiciones de frontera se transforma en

plano

plano

~B x 0 =—(B,t+ Byf) x =B,

B, B
= - =
H 0=m/2 Ho 0=m/2
2I"a*d  —2Iad*d N 2I'a?d
pic(r? + d2)? - foc(r? + d2)2 ' poc(r? + d2)2
I// I I/
— =4 —
Ko Ho

y la segunda condicién de frontera es, entonces,

B ‘ - B ‘
Fg 0=m/2 J 0=m/2

I"a?r Ia%r I'a?r

c(r2 +d?)2  c(r? + d?)? + e(r? + d?)?
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= I"=1+T
Ahora tomamos estas dos iltimas ecuaciones, que forman un sistema, y lo resolvemos, obte-
niendo
I/:]<U_N0); I — 2ul
K+ o K+ po
con lo que el campo magnético ahora queda totalmente determinado.

A continuacién, consideremos la fuerza entre el bloque semi-infinito y el dipolo. El problema se
reduce a encontrar la fuerza entre el anillo y el dipolo imagen I’. La fuerza de Lorentz serd

, I _
F=- j{dl? X B(Fanillo)
&

-, I A
F=- j{adap(Brf‘ + By0)
c

Ahora debemos sustituir el campo magnético de un dipolo. No obstante, recordamos que la
fuerza no debe depender de la posicién relativa de ambos dipolos. Entonces, para simplificar,
movemos el sistema de coordenadas de forma que el dipolo con corriente I’ se encuentre en el
origen, y evaluamos en z = 2d, donde se encuentra el anillo con corriente I. Entonces,

- Ta [*"  [2I'a®cosd Ia? sin6
F= dy {agos(cos 6 cos pXx + cos @ sin gy — sin 0z) — el 51r13 (sin @ cos X + sin O sin py + cos 62)
¢ Jo cr c T
- Ta [—2I'a%cosfsinf - 272 I'a®sin 6 IaI'a?
F= 4 cosv S T2 cos§ L2 sl = — 227 coshsing - 21 - 32
¢ cr3 crd ¢ crd

Ahora, evaluamos. En el anillo, cosf — 1, sinf — a/r, r — 2d, con lo que

3[I'ada_ 1. 3ITa*2m |

—2m—2z =

F—_— et iaill
c r c2(2d)4 z

Para terminar, notamos que el procedimiento empleado aqui es bastante general. La determi-
nacion de las imégenes depende exclusivamente de las condiciones de frontera, no de la forma del
campo magnético. Ha quedado bastante claro que no es relevante la potencia del denominador
del campo magnético, ni la combinacién de senos y cosenos del numerador. Esto significa que un
multipolo tendria las mismas corrientes imagen que el dipolo. Eso significa también que una suma
de multipolos tiene también el mismo conjunto de corrientes imagen. Con esto, es facil ver que la
fuerza sobre el anillo completo sobre el bloque se puede encontrar también integrando la fuerza de
Lorentz, siendo el campo magnético el de un anillo imagen con corriente I’, ya sea en términos de
la expansién en polinomios de Legendre o en términos de las integrales elipticas que encontramos
anteriormente. Elegimos integrar tinicamente el dipolo para ilustrar el proceso.
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7 DModificacion del campo magnético por induccion entre
dos anillos

Consideremos un sistema de dos dipolos que representa dos anillos de corriente lejanos uno
respecto al otro. Uno estd en z = —d y el otro en z = 0. Queremos saber cémo se modifica el
campo magnético debido a la induccién mutua cuando la corriente en ambos anillos varia. Cada
anillo infinitesimal tiene un radio a, una corriente I que se dirige en ambos en la misma direccion,
y ambos anillos tienen una resistencia R.

La ley de Faraday—-Lenz dice que

1d

=--— [B.dA
v cdt

Dado que los dos anillos son infinitesimales, podemos suponer simplemente!
2rla? 1
—_— 7

¢ (z2+d)3

1dI [ 27wa? 1
Vind = = | 8~ drd
d cdt/ ¢ (Z+d)3rrgp

Nos interesa el campo magnético en el anillo ubicado en z = 0:

ﬁ:

con lo que, considerando la ley de Ohm, Vi,q = Ling R,

[ MdI
ind — R dt
donde M es la inductancia mutua, que entonces seria, por inspeccion

M= 47T2a4li
2 c2d3

Ahora bien, esta corriente inducida produce un campo inducido

E’;ind _ 27—"Iinda2 i ~

z
c 23

IEstamos poniendo (z + d)3, pero formalmente deberfa ser |z + d|3, al igual que 23, que realmente es |z|3.

16



entonces, el campo producido solamente por el alambre ubicadoen z = 0es —— —z2—— ————2
¢ 25 Rdt ¢ 23
2ma? ( I MdI ) 1

) =5
R dt ) 23
Y de igual manera se obtendrd para el otro alambre, con lo que el campo magnético total es

—»_27ra2(I MdI)lA 2m2(l MdI) 1

C

li

B == Rdat) 2" ¢ ' " Rdt)z+ap”

Como podemos apreciar, el cambio del campo magnético es minimo, dado que M va como d 3, y si
el cambio de corriente ocurre despacio, puede llegar a despreciarse. Una aplicacion de esta ecuacion
serfa para conocer el campo magnético de un aparato de confinamiento de plasma como el de la
simulaciéon mientras éste es encendido. Una limitacién de esta ecuacién, aparte de que considera los
alambres circulares de corriente como infinitesimales, es que debido a que la resistencia hace que
circule una corriente inducida en un alambre, el cambio en la corriente neta provocard una nueva
induccién en el otro alambre, y este cambio, a su vez, provocara otra induccién en el primero, y asi
sucesivamente. Sin embargo, como vemos, el efecto de la induccién se hace cada vez més pequeno,

asi que el uso de solamente una induccién estd justificado.

8 Inductancia mutua en una bobina de Helmholtz

Para terminar, consideremos calcular la inductancia del ejercicio anterior pero de forma exacta, es
decir, con dos alambres circulares ya no infinitesimales. La aplicacién obvia seria para una bobina
de Helmholtz, pero lo haremos para un caso general. Sean entonces, dos conductores circulares de
radios Ry y R, concéntricos, separados por una distancia b. Deseamos calcular Li5. Entonces,

r2y =b*+ R} + R3 — 2R Ry cos

dry - d¥y = dridry cos 0

1% dl_"l . dFQ
Lyp=1 ¢ =122
12 c? f 7‘12

Primero, integremos respecto a dro = Rd6:

. M ?{ p 7{ Ro cos 0do
= — T
12= 5 1 Vb2 + R? + R3 — 2R Ry cos 0

La primera integral entonces, da ¢ dry = 27 Ry, con lo que

_ 2mp 2 R R5 cos 0do
@ Jo /b4 R} + R} —2r1Rycosf

Queremos expresar esta integral como integrales elipticas, tal y como lo hicimos para el po-

tencial del anillo de corriente. Hacemos el cambio de variable §# = 7 — 2¢p e introducimos k? =
4R Ro

—_— 1
(Bt B2 102 con lo que

cosf = —cos2p = 2sin? ¢ — 1
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rig = W + R} + R} — 4R, Ry sin® o + 2R, Ry = \/b2 + (R + 33)2\/1 — k?sin”
con lo que obtenemos

4 /2 2sin®p—1
Liz = C—fk\/Rle/ il I 7
0

1—k2sin o

Al igual que la vez anterior, descomponemos el integrando en dos fracciones

2sin?p — 1 1 2 — k? [ .2
esm Y-t == | —=-2 1—k2sin o
V1—k2sin2p k| /1 —k2sin ¢

con lo que identificamos las integrales elipticas que describimos anteriormente, y obtenemos
4 2 2E(k
Liy = 702/‘@ Kk - k) K(k) — —k( )]
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