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II-2014 — Teoŕıa Electromagnética (Prof. Marcela Hernández)
Universidad de Costa Rica

1 Potencial escalar de un anillo de corriente

Sabemos que siempre que se esté desprovisto de corrientes podemos definir un potencial escalar
para calcular el campo magnético, ~∇× ~B = ~0 =⇒ ~∇× ~∇φM = 0 =⇒ ~B = ~∇φM .

Dada la simetŕıa que tiene el anillo, podemos calcular el potencial escalar en el eje y luego
extenderlo por medio de un desarrollo en serie de polinomios de Legendre.

Usando la ley de Biot-Savart, podemos definir un potencial escalar como

φM (~r) =
I

c

∫
S

~r−~r′

|~r−~r′|3
· d~A′

Donde S es la superficie encerrada. Ahora, para el caso del eje, tenemos ~r′ = ρ′ρ̂; ~r = zẑ; d~A′ =
ρ′dρ′dφ′ẑ. Entonces

φM
eje

=
I

c

∫ 2π

0

∫ a

0

zρ′dρ′dφ′

(ρ′2 + z2)3/2
=
I

c
2π

[
−z√
a2 + z2

+ 1

]

Demostración de la integral

∫ a

0

ρ′dρ′

(ρ′2 + z2)3/2
. Sea u = ρ′2 + z2 =⇒ du = 2ρ′dρ′.

1

2

∫ a2+z2

z2

du

u3/2
=

−1√
a2 + z2

+
1

z
Ahora, extendemos por polinomios de Legendre el potencial escalar. Tomamos el potencial en

el eje

φM
eje

=
2πI

c

[
1−

(
1 +

(a
z

)2) 1
2

]
=

2πI

c

[
1−

∞∑
n=0

(
−1/2
n

)(a
z

)2n]

Donde

(
a
b

)
es el coeficiente de la expansión del binomio de Newton (en términos de funciones

Gamma),

(
−1/2
n

)
=

√
π

Γ( 1
2 − n)Γ(n+ 1)

; n es entero, con lo que Γ(n) = (n + 1)!. En n = 0, el
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primer término de la sumatioria es 1,

φM
eje

=

∞∑
n=1

(
−1/2
n

)(a
z

)2n
Hacemos entonces z → r, 2n− 1→ l =⇒ n = (l+ 1)/2 y el potencial en todo el espacio queda

φM = −2πI

c

∞∑
l impar

(
−1/2
l+1
2

)(a
r

)l+1

Pl(cos θ)

Ahora, el campo magnético ~B = −~∇φM

Br = −∂φM (~r)

∂r
= −2πI

c

∞∑
l impar

(
−1/2
l+1
2

)
al+1

rl+2
Pl(cos θ)(l + 1)

Bθ = −1

r

∂

∂θ
φM (~r) =

2πI

c

∞∑
limpar

(
−1/2
l+1
2

)(a
r

)l+1

sin θ
∂Pl(cos θ)

∂(cos θ)

Bθ = −2πI

c

∞∑
limpar

(
−1/2
l+1
2

)(a
r

)l+1

P 1
l (cos θ)

Donde P 1
l es el polinomio asociado de Legendre correspondiente.

2 Potencial vectorial de un anillo de corriente (en términos
de integrales eĺıpticas)

~A(~r) =
1

c

∫ ~j(~r′)

|~r−~r′|
dV ′

Planteamos ~j(~r) = jϕêϕ = I
δ(θ − π/2)

sin θ

1

a
δ(r − a)êϕ

Comprobación

∫
jdV =

∫ 2π

0

∫ π

0

∫ ∞
0

I
δ(θ − π/2)

sin θ

1

a
δ(r−a)êϕr

2 sin θdrdθdϕ= 2πI
∫∞
0
a−1δ(r−

a)r2dr = 2πIa, o bien,
∫
jdA = I.

Ahora bien, tenemos ~A(~r) =
1

c

∫
jϕêϕ′

|~r−~r′|
dV ′. Pero entonces hay que proyectar el vector êϕ′

en términos de coordenadas cartesianas. Además tenemos que ~r = rêr; ~r′ = r′ sin θêr′ . Tenemos
también que proyectar estos vectores en coordenadas cartesianas para su correcta resta y posterior
norma.

Entonces,
êϕ = − sinϕx̂ + cos ŷ; êϕ′ = − sinϕ′x̂ + cosϕ′ŷ

y también
~r = rêr = r [sin θ cosϕx̂ + sin θ sinϕŷ + cos θẑ]
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~r′ = r′êr′ = r′ [sin θ′ cosϕ′x̂ + sin θ′ sinϕ′ŷ + cos θ′ẑ]

|~r−~r′| = (r sin θ cosϕ− r′ sin θ′ cosϕ′)2 + (r sin θ sinϕ− r′ sin θ′ sinϕ′)2 + (r cos θ − r′ cos θ′)2

= r2 sin2 θ+r′
2

sin2 θ′−2rr′ sin θ cosϕ sin θ′ cosϕ′−2rr′ sin θ sinϕ sin θ′ sinϕ′+r′2 cos2 θ′+r2 cos2 θ−2rr′ cos θ cos θ′

Ahora bien, vamos a utilizar la geometŕıa axial y elegir siempre ϕ = 0. Eso implicará que
Ay = Aϕ y que la expresión se simplifique significativamente.

Entonces,
|~r−~r′| = r2 + r′2 − 2rr′[sin θ sin θ′ cosϕ′ + cos θ cos θ′]

Ay = Aϕ =
I

ac

∫ ∫ ∫
δ(θ′ − π/2)

sin θ′
δ(r − a) cosϕ′ sin θ′dr′ dθ′ dϕ′r′2√

r2 + r′2 + 2rr′(sin θ sin θ′ cosϕ′ + cos θ cos θ′)

=⇒ Ay = Aϕ =
Ia

c

∫ 2π

0

dϕ′ cosϕ′√
r2 + a2 − 2ar sin θ cosϕ′

Notemos que a pesar de haber evaluado en ϕ = 0, no se pierde generalidad puesto que es posible
obtener una expresión para el campo magnético que, de acuerdo con Jackson, se reduce al dipolo
magnético para r >> a. Sin embargo, si intentamos poner θ = 0 en la expresión simplificada o en
la sin simplificar, no es posible recuperar el potencial vectorial que nos lleve al campo magnético en
el eje que obtenemos con la ley de Biot-Savart. El potencial magnético se hace cero. El potencial
escalar no tiene este problema, pues al sustituir φM (θ = 0);−~∇φM (θ = 0) = ~B(θ = 0) śı es posible
recuperar el campo magnético en el eje.

El potencial que hemos obtenido debeŕıa darnos el campo magnético correcto, sin embargo, y
luego, al evaluar ese campo magnético en θ = 0 se debeŕıa obtener el campo magnético en el eje,
no obstante, ese procedimiento es mucho más complicado.

Expresión en términos de integrales eĺıpticas. Debemos resolver int =

∫ 2π

0

dϕ′ cosϕ′√
r2 + a2 − 2ar sin θ cosϕ′

en términos de las integrales eĺıpticas

K(k) =

∫ π/2

0

dθ√
1− k2 sin2 θ

; E(k) =

∫ π/2

0

√
1− k2 sin2 θ

hacemos cosϕ′ = cos(π − ξ) = − cos ξ; ξ = π − ϕ′; dξ = −dϕ′ con lo que

int =

∫ −π
π

− cos ξ · −dξ√
r2 + a2 + 2ar sin θ cos ξ

= −
∫ π

−π

cos ξdξ√
r2 + a2 + 2ar sin θ cos ξ

Ahora debemos hacer que las integrales contengan sin2 θ. Para ello, hacemos el cambio de variable
cos ξ = 1− 2 sin2(ξ/2).

int = −
∫ π

−π

1− 2 sin2(ξ/2)√
r2 + a2 + 2ar sin θ(1− 2 sin2(ξ/2))

dξ

= −
∫ π

−π

1− 2 sin2(ξ/2)√
r2 + a2 + 2ar sin θ − 4ar sin2(ξ/2) sin θ

dξ
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que es igual, definiendo k2 =
4ar sin θ

r2 + a2 + 2ar sin θ
, a

int = − 1√
r2 + a2 + 2ar sin θ

∫ π

−π

1− 2 sin2(ξ/2)√
1− k2 sin2(ξ/2)

dξ

que podemos separar

int = − 1√
r2 + a2 + 2ar sin θ

∫ π

−π

1√
1− k2 sin2(ξ/2)

dξ −
∫ π

−π

2 sin2(ξ/2)√
1− k2 sin2(ξ/2)

dξ


La primera de las dos integrales ya es una integral eĺıptica. Ahora bien, podemos transformar la
segunda por medio de

−k2 sin2(ξ/2)

k2
√

1− k2 sin2(ξ/2)
=

1− k2 sin2(ξ/2)− 1

k2
√

1− k2 sin2(ξ/2)
=

√
1− k2 sin2(ξ/2)

k2
− 1

k2
1√

1− k2 sin2(ξ/2)

con lo que

int = − 1√
r2 + a2 + 2ar sin θ

∫ π

−π

1√
1− k2 sin2(ξ/2)

(
−2

k2
+ 1

)
dξ − 2

∫ π

−π

dξ

k2

√
1− k2 sin2(ξ/2)


Hacemos el cambio de variable ζ = ξ/2 =⇒ dζ = dξ/2

int = − 2√
r2 + a2 + 2ar sin θ

∫ π/2

−π/2

1√
1− k2 sin2(ζ)

(
−2

k2
+ 1

)
dζ − 2

∫ π/2

−π/2

dζ

k2

√
1− k2 sin2(ζ)



int = − 4

k2
√
r2 + a2 + 2ar sin θ

∫ π/2

0

1√
1− k2 sin2(ζ)

(
k2 − 2

)
dζ − 2

∫ π/2

0

dζ

√
1− k2 sin2(ζ)


int =

k2√
r2 + a2 + 2ar sin θ

[(2− k2)K(k)− 2E(k)]

con lo que, finalmente,

Aϕ =
Ia

c

k2√
r2 + a2 + 2ar sin θ

[(2− k2)K(k)− 2E(k)]

3 Campo magnético del dipolo magnético y del anillo de
corriente

Utilizando el potencial vectorial calculado, debemos poder recuperar el campo magnético del dipolo
para r >> a. Primero, consideremos la versión integral del potencial
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Aϕ =
Ia

c

∫ 2π

0

dϕ′ cosϕ′√
r2 + a2 − 2ar sin θ cosϕ′

podemos hacer una expansión para r >> a:

Aϕ ≈
Ia

c

∫ 2π

0

dϕ′ cosϕ′
(

1− 1

2

(
a2

r2
− 2a

r
sin θ cosϕ′

))
Solo el término cos2 ϕ′ sobrevive, por lo que

Aϕ =
Ia2π

c

sin θ

r2

Calculamos el rotacional

~∇× ~A =
1

r2 sin θ

∣∣∣∣∣∣
êr rêϕ r sin θêϕ
∂
∂r

∂
∂θ

∂
∂ϕ

0 0 r sin θAϕ

∣∣∣∣∣∣
Br =

1

r sin θ

∂

∂θ
(sin θAϕ); Bθ = −1

r

∂

∂r
(rAϕ)

Br = 2
Iπa2

c

cos θ

r3
; Bθ = 2

Iπa2

c

sin θ

r3

y Bϕ = 0, con lo que se obtiene el campo magnético de un dipolo.

3.1 Comparación de aproximaciones

A continuación vamos a graficar el campo magnético del anillo, en sus diferentes aproximaciones.

3.1.1 Ley de Biot-Savart

Primero, graficamos utilizando Python una sección transversal del campo magnético del anillo,
espećıficamente el plano xz. Reproducimos las partes relevantes del código a continuación:

from __future__ import division

from visual import *

from numpy import arange

I = 1e9

a = 0.2

c = 3e10

dphi = 0.1

for x in arange(-1,1,0.05):

for z in arange(-1,1,0.05):

B = vector(0,0,0)

for phi in arange(0,2*pi,dphi):

dl = a*dphi*vector(-sin(phi),cos(phi),0)
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R = vector(x,0,z) - a*vector(cos(phi),sin(phi),0)

Runit = R/mag(R)

B += (1/c)*I*dl.cross(Runit)/mag2(R)

arrow(opacity=1,pos=vector(x,0,z),axis=B,shaftwidth=0.1)

Al graficarlo, obtenemos

Algunas notas sobre la simulación: las unidades son Gaussianas en el código. Las flechas son
proporcionales a la magnitud del campo magnético local, pero están programadas de forma que se
saturen cuando el campo alcance los 0.09 Gauss, de forma que sean siempre visibles sin distorsión
cerca del origen. Las esferas rojas pequeñas representan la ubicación de la sección transversal del
anillo; la esfera roja del centro solamente marca el origen, sin relevancia f́ısica alguna.

3.1.2 Dipolo magnético

La siguiente simulación es parecida a la anterior, pero no calculamos el campo magnético con la
ley de Biot-Savart, sino que graficamos directamente lo obtenido para un dipolo. A continuación,
la parte del código que cambia:

for x in arange(-1,1,0.05):

for z in arange(-1,1,0.05):

r = sqrt(x**2+z**2)

theta = atan2(x,z)

Br = 2*I*pi*a**2/c*cos(theta)/(r**3)

Bt = 2*I*pi*a**2/c*sin(theta)/(r**3)

thetau = vector(cos(theta),0,-sin(theta))

ru = vector(sin(theta),0,cos(theta))

B = Br*ru+Bt*thetau

arrow(opacity=0.7,pos=vector(r*sin(theta),0,r*cos(theta)),axis=B)

El campo está expresado en coordenadas esféricas, pero para que la simulación parezca como una
grilla equiespaciada es necesario variar sus puntos en coordenadas cartesianas, calcular el campo en
esféricas y luego convertir nuevamente el campo a cartesianas para su representación en el espacio
R3 que ofrece VPython.
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El resultado es diferente del calculado con la ley de Biot–Savart. Es claro que ahora ninguna de
las dos esferas rojas pequeñas tiene significado f́ısico, y que el origen es el punto donde se encuentra
el dipolo infinitesimal. No obstante, fuera de la región del anillo, el campo magnético rápidamente
se vuelve parecido al anillo.

3.1.3 Cuadrupolo

Queremos estudiar cómo se va modificando el campo magnético con la adición de más términos de
la expansión en serie. A continuación, graficamos el segundo término de esa expansión (correspon-
diente a l = 3), para los mismos valores de la corriente y el radio del anillo:

B(l=3)
r = −2πI

c

(
−1/2

2

)
a4

r5
1

2

(
5 cos3 θ − 3 cos θ

)
· 4

B
(l=3)
θ =

2πI

c

(
−1/2

2

)
a4

r4
sin θ

1

2

(
15 cos2 θ − 3

)
donde

(
−1/2

2

)
=

3

8
.

El resultado de este campo magnético es
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Y al graficar conjuntamente los dos primeros términos de la expansión, la gráfica se vuelve

Como vemos, en efecto, se producen modificaciones alrededor del origen, pero estas modifica-
ciones no son suficientes para describir el campo magnético correctamente en los alrededores del
anillo. Espećıficamente, por ejemplo en la región interna del anillo, el campo magnético debe estar
exclusivamente apuntando hacia +z, cosa que no ocurre aún con dos términos.
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4 Bobina de Helmholtz

Una Bobina de Helmholtz consiste en dos conductores circulares cercanos uno del otro, con lo
que la aproximación del dipolo ya no es válida. Queremos encontrar para qué distancia, comparada
con su radio, deben ponerse los conductores para que el campo magnético en su centro sea lo más
uniforme posible.

Primero aplicamos la ley de Biot-Savart para encontrar el campo magnético en un punto en el
eje. El origen de las coordenadas está en el centro del sistema.

~B(~r) =
I

c

∮
d~s1 ×

~r−~r1
|~r−~r1|3

+
I

c

∮
d~s2 ×

~r−~r2
|~r−~r2|3

Entonces, la posición de ambas bobinas es~r1 = (R cosϕ,R sinϕ,−a/2), y~r2 = (R cosϕ,R sinϕ,+a/2),
y la posición donde debemos averiguar el campo, ~r = (0, 0, z). La densidad de corriente será
~jdV ′ = Id~s, y d~s = Rdϕ(− sinϕ, cosϕ, 0).

Entonces, tenemos que

~B = ~B1 + ~B2 =
1

c

∫ ~j(~r1)× (~r−~r1)

|~r−~r1|3
+

1

c

∫ ~j(~r2)× (~r−~r2)dV ′2
|~r−~r2|3

Con lo que, entonces, |~r−~r1| =
√
R2 + (z − a/2)2 y |~r−~r2| =

√
R2 + (z + a/2)2.

Ahora introducimos coordenadas ciĺındricas para realizar los productos cruz más fácilmente:
d~s1 = Rdϕêϕ; ~r1 = Rêρ − a/2 êz, con lo que d~s1 × (~r−~r1) = Rdϕêϕ × (zêz − Rêρ + a/2 êz) =
Rdϕ(z+ a/2)êρ +Rdϕêz, pero como êρ = (cosϕ, sinϕ, 0), y la integral en ϕ va de 0 a 2π, entonces
sabemos que la única componente que sobrevive es la componente en z. Haciendo lo mismo con ~r2,
tenemos entonces

Bz =
I

c
R2

∫ 2π

0

dϕ

(R2 + (z − a/2)2)
3/2

+
I

c
R2

∫ 2π

0

dϕ

(R2 + (z + a/2)2)
3/2

Bz =
I

c
R22π

[(
R2 + (z − a/2)2

)−3/2
+
(
R2 + (z + a/2)2

)−3/2]
Ahora, puesto que queremos que el campo sea lo más uniforme posible alrededor del centro, debemos
hacer que Bz(z) ≈ Bz(0). Por lo tanto, expandimos alrededor de z = 0:

Bz(z) ≈ Bz(0)− 2πIR2

c

6(R2 − a2)

(R2 + (a/2)2)7/2
z2

2!
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Entonces, la condición es que R = a, para que el campo sea lo más uniforme posible. Una bobina
de Helmholtz consiste entonces de dos anillos de corriente separados por una distancia igual a la
de su radio, y que llevan corrientes iguales. El campo magnético es bastante uniforme, y son muy
útiles en f́ısica de plasmas.

5 Movimiento de plasma entre dos bobinas: espejos magnéticos

Dado que en una bobina de Helmholtz el campo magnético vaŕıa lentamente a lo largo del eje, es
fácil predecir el movimiento del plasma. Una part́ıcula cargada eléctricamente experimenta una
fuerza ~F = (q/c)~v × B. Esta fuerza es siempre perpendicular a su velocidad, por lo que en un
campo magnético uniforme no es dif́ıcil demostrar que el movimiento será helicoidal.

Ahora, queremos ver cualitativamente lo que sucede cuando el campo magnético vaŕıa lenta-
mente con el espacio. Espećıficamente pensemos en un sistema de dos bobinas, como las de
Helmholtz, pero con R << a, es decir, un sistema de dos dipolos.

Para esta simulación, vamos a utilizar un código un poco más largo, por lo que explicaremos
a continuación cómo funciona únicamente. Primero, generamos un cierto número especificado de
part́ıculas (20 en nuestro caso), y cargamos la mitad negativamente y la mitad positivamente. Hay
una diferencia de 20 veces entre la masa de las part́ıculas positivas con respecto a las negativas.
Esto sirve para comparar el movimiento de los electrones con el de los iones en un plasma. El
factor real es de ∼ 1800, pero como nuestra intención es obtener resultados cualitativos, el de 20
nos ayudará, de hecho a visualizarlos mejor.

A continuación, generamos una distribución maxwelliana de velocidades para las part́ıculas. No
son velocidades aleatorias, sino que corresponden a una distribución ∝ exp[mv2/(2kBT )], para una
temperatura de plasma kBT dada, en este caso, un plasma de 10 eV.

Luego, especificamos una fuerza de Lorentz y el programa se encarga de resolver las ecuaciones
diferenciales del movimiento para cada part́ıcula del plasma. Uno de los problemas importantes
con este tipo de código, por muy simple que sea, es que cuando hay velocidades involucradas en la
fuerza, el método de Euler falla miserablemente a la hora de resolver las ecuaciones diferenciales: el
error numérico aumenta rápidamente con el tiempo. Es por eso que en este código integramos las
ecuaciones primero con el método de Runge–Kutta de orden 2, y luego con el método de Euler. Los
resultados son suficientemente buenos para que en casos de prueba no se acumule un error numérico
apreciable para tiempos no muy grandes.

Ahora que hemos descrito el código, veamos un caso de prueba: sin ninguna fuerza. Cuando
se corre el código sin fuerza alguna, el plasma debe comportarse como un gas ideal, y debe ocurrir
una expansión libre:
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Las part́ıculas amarillas son las de carga positiva (y mayor masa: iones) y las blancas, de carga
negativa (y menor masa: electrones). Como puede verse, se añadieron rastros a cada part́ıcula para
que pueda apreciarse su evolución temporal (en este caso, las trayectorias son ĺıneas rectas como
se espera de la expansión libre). La caja translúcida que aparece en el fotograma está solamente
como referencia espacial, y no tiene significado f́ısico.

Ahora añadimos un campo magnético que vaŕıa con el espacio, concretamente

Bz ≈
2πIa2

c

1

(z + d)3
+

2πIa2

c

1

(z − d)3

Como puede verse, las part́ıculas del plasma, iones y electrones, se mueven en forma helicoidal:
forman un ćırculo gracias a la fuerza de Lorentz y su movimiento en z se debe a la velocidad
aleatoria que llevaban en esa dirección. Sin embargo, a medida que las part́ıculas se mueven en
z, su radio de giro se hace cada vez más pequeño debido al incremento en el campo magnético.
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Recordemos que la diferencia de masa de los iones respecto a los electrones es la causante de que
su radio de giro (radio de Larmor) sea mayor. Al tener un radio de giro menor, las part́ıculas van
ganando velocidad. Estas son las caracteŕısticas del movimiento del plasma cerca del eje de los dos
anillos de corriente. Cuando las part́ıculas han ganado suficiente velocidad, pueden escapar en la
dirección z.

Ahora, finalmente, lo que ocurre al plasma al moverse en el campo de dos dipolos. Vamos a
considerar el campo magnético de un dipolo

Br =
2πIa2

c

cos θ

r3
; Bθ =

Iπa2

c

sin θ

r3

y lo transformamos con el siguiente cambio de coordenadas: ~r → ~r ± dẑ. Eso significa r →√
r2 + d2 ± 2dr cos θ, con lo que cos θ = z/r → (r cos θ± d)/

√
r2 + d2 ± 2dr cos θ y también sin θ =√

x2 + y2/r → r sin θ/
√
r2 + d2 ± 2dr cos θ. Por cierto, a es ahora el radio del anillo infinitesimal

de corriente, y d es la separación entre una bobina y el origen de coordenadas. Con esto,

Br =
2πIa2

c

r cos θ + d

(r2 + d2 + 2dr cos θ)2
; Bθ =

Iπa2

c

r sin θ

(r2 + d2 + 2dr cos θ)2

y de forma similar para el otro dipolo, obtenemos finalmente, al introducir en el código, la simulación
de un plasma confinado magnéticamente, hecho que se llama botella magnética.
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Algunas part́ıculas aceleran lo suficiente como para escapar, sobre todo alrededor del eje z.
Las dos esferas rojas marcan la posición de los dos dipolos. El movimiento de las part́ıculas es
desordenado, aparentemente caótico. No obstante, es claramente visible cómo estas part́ıculas
ahora quedan confinadas a un espacio, atrapando efectivamente buena parte del plasma. Gracias a
que las part́ıculas oscilan entre los dos dipolos, este tipo de sistemas se llama espejos magnéticos.

Este tipo de confinamiento del plasma existe en la naturaleza; el ejemplo t́ıpico es el movimiento
de los electrones en el campo magnético terrestre (en cuyo caso solo hay un dipolo).

6 Fuerza entre un anillo y un medio magnético semi-infinito

El problema que consideraremos a continuación es la fuerza que se produce entre un anillo y un
bloque semi-infinito de permeabilidad magnética µ, ubicado en z < 0. El anillo se encuentra en el
vaćıo, donde µ0 = 1. Primero consideremos el anillo como un dipolo ubicado en z = d, de forma
que el anillo infinitesimal sea perpendicular al plano z = 0. Esta aproximación es válida siempre
que el radio a del anillo sea pequeño. Tal y como calculamos con anterioridad, entonces el campo
magnético será

13



Br =
2πIa2

c

r cos θ + d

(r2 + d2 + 2dr cos θ)2
; Bθ =

Iπa2

c

r sin θ

(r2 + d2 + 2dr cos θ)2

Ahora, el medio µ tiene una frontera plana, con lo que podemos utilizar el método de imágenes
de forma sencilla, colocando un dipolo de corriente I ′ en la posición z = −d, y para compensar, un
dipolo de corriente I ′′ en la posición original z = d. En la región z > 0, el campo será, entonces, la
suma del dipolo con corriente I y su imagen I ′, y en la región z < 0, el campo será el causado por
la imagen I ′′.

Br←− =
2πI ′′a2

c

r cos θ − d
(r2 + d2 − 2dr cos θ)2

Br−→ =
2πIa2

c

r cos θ − d
(r2 + d2 − 2dr cos θ)2

+
2πI ′a2

c

r cos θ + d

(r2 + d2 + 2dr cos θ)2

Bθ←− =
πI ′′a2

c

r sin θ

(r2 + d2 − 2dr cos θ)2

Bθ−→ =
πIa2

c

r sin θ

(r2 + d2 − 2dr cos θ)2
+
πI ′a2

c

r sin θ

(r2 + d2 + 2dr cos θ)2

Y esto se encuentra sujeto a las condiciones de frontera

~B←−
µ
× n̂

∣∣∣∣∣
plano

=
~B−→
µ0
× n̂

∣∣∣∣∣
plano

~B←− · n̂
∣∣∣
plano

= ~B−→ · n̂
∣∣∣
plano

Ahora bien, dado que estamos usando coordenadas esféricas, el plano z = 0 se obtiene haciendo
θ = π/2, con lo que localmente n̂ = ẑ = −θ̂ para todo punto en el plano.

Con esto, la primera de las condiciones de frontera se transforma en

−~B× θ̂ = −(Br r̂ +Bθ θ̂)× θ̂ = −Brϕ̂

Br←−
µ

∣∣∣∣∣
θ=π/2

=
Br−→
µ0

∣∣∣∣∣
θ=π/2

− 2I ′′a2d

µc(r2 + d2)2
=

−2Ia2d

µ0c(r2 + d2)2
+

2I ′a2d

µ0c(r2 + d2)2

=⇒ I ′′

µ
= − I

µ0
+
I ′

µ0

y la segunda condición de frontera es, entonces,

Bθ←−

∣∣∣
θ=π/2

= Bθ−→

∣∣∣
θ=π/2

I ′′a2r

c(r2 + d2)2
=

Ia2r

c(r2 + d2)2
+

I ′a2r

c(r2 + d2)2
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=⇒ I ′′ = I + I ′

Ahora tomamos estas dos últimas ecuaciones, que forman un sistema, y lo resolvemos, obte-
niendo

I ′ = I

(
µ− µ0

µ+ µ0

)
; I ′′ =

2µI

µ+ µ0

con lo que el campo magnético ahora queda totalmente determinado.
A continuación, consideremos la fuerza entre el bloque semi-infinito y el dipolo. El problema se

reduce a encontrar la fuerza entre el anillo y el dipolo imagen I ′. La fuerza de Lorentz será

~F =
I

c

∮
d~r× ~B(~ranillo)

~F =
I

c

∮
adϕ(Brr̂ +Bθ θ̂)

~F =
I

c

∫ 2π

0

adϕ(Br θ̂ −Bθ r̂)

Ahora debemos sustituir el campo magnético de un dipolo. No obstante, recordamos que la
fuerza no debe depender de la posición relativa de ambos dipolos. Entonces, para simplificar,
movemos el sistema de coordenadas de forma que el dipolo con corriente I ′ se encuentre en el
origen, y evaluamos en z = 2d, donde se encuentra el anillo con corriente I. Entonces,

~F =
Ia

c

∫ 2π

0

dϕ

[
2I ′a2 cos θ

cr3
(cos θ cosϕx̂ + cos θ sinϕŷ − sin θẑ)− Ia2

c

sin θ

r3
(sin θ cosϕx̂ + sin θ sinϕŷ + cos θẑ)

]

~F =
Ia

c

[
−2I ′a2 cos θ sin θ · 2πẑ

cr3
− cos θ

I ′a2 sin θ

cr3
· 2πẑ

]
= −Ia

c

I ′a2

cr3
cos θ sin θ · 2π · 3ẑ

Ahora, evaluamos. En el anillo, cos θ → 1, sin θ → a/r, r → 2d, con lo que

~F = −3II ′a3

c

a

r
2π

1

r3
ẑ = −3II ′a42π

c2(2d)4
ẑ

Para terminar, notamos que el procedimiento empleado aqúı es bastante general. La determi-
nación de las imágenes depende exclusivamente de las condiciones de frontera, no de la forma del
campo magnético. Ha quedado bastante claro que no es relevante la potencia del denominador
del campo magnético, ni la combinación de senos y cosenos del numerador. Esto significa que un
multipolo tendŕıa las mismas corrientes imagen que el dipolo. Eso significa también que una suma
de multipolos tiene también el mismo conjunto de corrientes imagen. Con esto, es fácil ver que la
fuerza sobre el anillo completo sobre el bloque se puede encontrar también integrando la fuerza de
Lorentz, siendo el campo magnético el de un anillo imagen con corriente I ′, ya sea en términos de
la expansión en polinomios de Legendre o en términos de las integrales eĺıpticas que encontramos
anteriormente. Elegimos integrar únicamente el dipolo para ilustrar el proceso.
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7 Modificación del campo magnético por inducción entre
dos anillos

Consideremos un sistema de dos dipolos que representa dos anillos de corriente lejanos uno
respecto al otro. Uno está en z = −d y el otro en z = 0. Queremos saber cómo se modifica el
campo magnético debido a la inducción mutua cuando la corriente en ambos anillos vaŕıa. Cada
anillo infinitesimal tiene un radio a, una corriente I que se dirige en ambos en la misma dirección,
y ambos anillos tienen una resistencia R.

La ley de Faraday–Lenz dice que

V = −1

c

d

dt

∫
~B · d~A

Dado que los dos anillos son infinitesimales, podemos suponer simplemente1

~B =
2πIa2

c

1

(z + d)3
ẑ

Vind = −1

c

dI

dt

∫
2πa2

c

1

(z + d)3
rdrdϕ

Nos interesa el campo magnético en el anillo ubicado en z = 0:

Vind = − 1

c2
dI

dt

4π2a2

d3
a2

2

con lo que, considerando la ley de Ohm, Vind = IindR,

Iind = −M
R

dI

dt

donde M es la inductancia mutua, que entonces seŕıa, por inspección

M =
4π2a4

2

1

c2
1

d3

Ahora bien, esta corriente inducida produce un campo inducido

~Bind =
2πIinda

2

c

1

z3
ẑ

1Estamos poniendo (z + d)3, pero formalmente debeŕıa ser |z + d|3, al igual que z3, que realmente es |z|3.
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entonces, el campo producido solamente por el alambre ubicado en z = 0 es
2πIa2

c

1

z3
ẑ−M

R

dI

dt

2πa2

c

1

z3
ẑ =

2πa2

c

(
I − M

R

dI

dt

)
1

z3
ẑ

Y de igual manera se obtendrá para el otro alambre, con lo que el campo magnético total es

~B′ =
2πa2

c

(
I − M

R

dI

dt

)
1

z3
ẑ +

2πa2

c

(
I − M

R

dI

dt

)
1

(z + d)3
ẑ

Como podemos apreciar, el cambio del campo magnético es mı́nimo, dado que M va como d−3, y si
el cambio de corriente ocurre despacio, puede llegar a despreciarse. Una aplicación de esta ecuación
seŕıa para conocer el campo magnético de un aparato de confinamiento de plasma como el de la
simulación mientras éste es encendido. Una limitación de esta ecuación, aparte de que considera los
alambres circulares de corriente como infinitesimales, es que debido a que la resistencia hace que
circule una corriente inducida en un alambre, el cambio en la corriente neta provocará una nueva
inducción en el otro alambre, y este cambio, a su vez, provocará otra inducción en el primero, y aśı
sucesivamente. Sin embargo, como vemos, el efecto de la inducción se hace cada vez más pequeño,
aśı que el uso de solamente una inducción está justificado.

8 Inductancia mutua en una bobina de Helmholtz

Para terminar, consideremos calcular la inductancia del ejercicio anterior pero de forma exacta, es
decir, con dos alambres circulares ya no infinitesimales. La aplicación obvia seŕıa para una bobina
de Helmholtz, pero lo haremos para un caso general. Sean entonces, dos conductores circulares de
radios R1 y R2, concéntricos, separados por una distancia b. Deseamos calcular L12. Entonces,

r212 = b2 +R2
1 +R2

2 − 2R1R2 cos θ

d~r1 · d~r2 = dr1dr2 cos θ

L12 =
µ

c2

∮
d~r1 · d~r2
r12

Primero, integremos respecto a dr2 = Rdθ:

L12 =
µ

c2

∮
dr1

∮
R2 cos θdθ√

b2 +R2
1 +R2

2 − 2R1R2 cos θ

La primera integral entonces, da
∮
dr1 = 2πR1, con lo que

L12 =
2πµ

c2

∫ 2π

0

R1R2 cos θdθ√
b2 +R2

1 +R2
2 − 2r1R2 cos θ

Queremos expresar esta integral como integrales eĺıpticas, tal y como lo hicimos para el po-
tencial del anillo de corriente. Hacemos el cambio de variable θ = π − 2ϕ e introducimos k2 =

4R1R2

(R1 +R2)2 + b2
, con lo que

cos θ = − cos 2ϕ = 2 sin2 ϕ− 1
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r12 =

√
b2 +R2

1 +R2
2 − 4R1R2 sin2 ϕ+ 2R1R2 =

√
b2 + (R2

1 +R2
2)2
√

1− k2 sin2 ϕ

con lo que obtenemos

L12 =
4πµ

c2
k
√
R1R2

∫ π/2

0

2 sin2 ϕ− 1√
1− k2 sin2 ϕ

dϕ

Al igual que la vez anterior, descomponemos el integrando en dos fracciones

2 sin2 ϕ− 1√
1− k2 sin2 ϕ

=
1

k2

[
2− k2√

1− k2 sin2 ϕ
− 2

√
1− k2 sin2 ϕ

]

con lo que identificamos las integrales eĺıpticas que describimos anteriormente, y obtenemos

L12 =
4πµ

c2

√
R1R2

[(
2

k
− k
)
K(k)− 2E(k)

k

]
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