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1 Funcion de Green para la esfera

Consideremos para empezar el problema de imagenes frente a una esfera de radio a. Es un problema
bien conocido, pero lo usaremos mas adelante, con lo que vale la pena repetirlo. El potencial debido
a la carga (g, ubicacién y) y su imagen (g, ubicacién y') es
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y deben cumplir con que
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con cosy = cosfcosf + sinf’ cos(p — ¢’'). Para que esto se cumpla también debe cumplirse con
que
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y esto lleva a la solucién final,
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La funcién de Green se encuentra simplemente resolviendo los productos punto de nuevo en términos
del cosy y colocando la carga unitaria:
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Hasta aqui, no hay problema si y > a 0 y < a, por lo que la funcién de Green es la misma para el
interior de la esfera que para el exterior.



2 Potencial de dos hemisferios concéntricos a diferente po-
tencial

Dos hemisferios concéntricos, de radios a y b, se encuentran a diferente potencial. De hecho, el
exterior esta aterrizado, y el interior tiene una densidad de carga superficial uniforme. Este sistema
nos da una oportunidad de aplicar numéricamente el método de imagenes. Primero veamos las
partes relevantes del cédigo, en Python, mediante el uso del médulo VPython:

from __future__ import division
from visual import *
from numpy import arange

V =
a =
b =

O O =

.2
.8

for r in arange(a,b,0.1):
for theta in arange(0,2*pi,0.1):
V=20
vecr = vector(r*sin(theta),0,r*cos(theta))
for thetap in arange(-pi/2,pi/2,0.1):
V += 0.02/mag(vecr-vector (a*xsin(thetap),0,a*cos(thetap)))
V += -0.02xb/(a*mag(vecr - b**2/axvector(sin(thetap),0,cos(thetap))))
Vt = Vx0.01
clr = color.white
sphere (radius=abs (Vt) ,color=clr,pos=vector (r*sin(theta) ,0,r*cos(theta)))

Esencialmente, lo que estamos haciendo es colocando cargas en la superficie de la esfera interior, y al
mismo tiempo colocando imagenes para cada carga de forma que en la superficie r = b el potencial
sea cero. Solo lo hacemos para una ”tajada” de la esfera, puesto que la situacién es totalmente
simétrica en ¢. Luego, utilizamos esferas cuyo radio sea proporcional al potencial calculado para
poder visualizarlas. La variable thetap corresponde a nuestro ', y barre cada carga en el hemisferio.
Ahora bien, el cdlculo del potencial no se detiene en § = 7/2, sino que sigue alrededor. El resultado
se ve a continuacién



Como esperdbamos, el potencial es asimétrico, y la parte que mas llama la atencién es la parte
inferior, donde no hay cargas, pero aun asi hay potencial por el efecto de las orillas del hemisferio.
El potencial se anula en r = b, tal como lo anticipamos por el método de imagenes.

3 Forma analitica de solucién de la ecuacion de Laplace
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Veamos el problema completo ahora: son cuatro hemisferios a diferentes potenciales, formando
dos esferas concéntricas, de radios a y b respectivamente, con a < b.

Hay que resolver la ecuacién de Laplace en coordenadas esféricas. El sistema es simétrico en ¢,
con lo que la coordenada no puede aparecer en nuestra solucion.

V2¢(r,0) = 0

sujeta a las condiciones de frontera

)V, o< m)/2 )0, 0<m/2
(b(a,G){O’ 0>mn/2 ¢(b’9){V, 0>m/2



con lo que podemos escribir las condiciones de frontera también como
¢(a,0) =V[L - H(O —m/2)]; ¢(b0) =V H(0—7/2)

donde H es la funcién escalén unitario de Heaviside. Ahora, sabemos que la solucién general de la
ecuacién de Laplace, tomando en cuenta la simetria, es

o(r,0) = Z(Aﬂ"l + Bir = Py(cos 6)
]

Ahora aplicamos la primera de las condiciones iniciales,

¢(a,0) = Z(Alal + Bia ") Py(cos0) = V[1 — H( — 7/2)]
1

Esta es una serie en polinomios de Legendre para la funcién ¢(a, 8). Multiplicando por Py (cos ) sin 6
e integrando, obtenemos

/ Py (cos ) sinfe(a, 0)dd = Z(Alal + Bga_l_l)/ Py(cos 0) Py (cos 6) sin 6df
0 ; 0

Usando la ortogonalidad de los polinomios de Legendre (Weber), / Py (cos0)Py(cos @) sin0df =
0
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Sustituimos ahora ¢(a,0) = V[1 — H(6 — 7/2)], lo que anulard la integral para cualquier 6 > 7/2.

Por lo tanto
p 241 (T2

Al + Bia™— V Py(cos 0) sin §d
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Ahora hacemos x = cosf; dxr = —sinfd#,
204+1_, (1
Ay 4+ Bia™1 = %V/ Pi(z)dx
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Por otro lado, la otra condicién de frontera se comporta exactamente igual, solo que a — by
ahora el intervalo que sobrevive a la funcién escalén es |7/2, 7, con lo que

A+ B = %TH/ V Py(cos ) sin 0
w/2

y haciendo el mismo cambio de variable,
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At + Bt = V P(z)dx
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Estas dos ecuaciones se pueden resolver para A; y B;. Vamos a mostrar nada més una parte
del proceso, pues se hace bastante largo. El sistema de ecuaciones, en notacién mas simplificada

queda
At + By "1 = C(-1)'D
Ad' + Ba='""1' =CD

2041
con C' = Jr —V; D= / Py(z)dz. De la segunda de estas ecuaciones,

Ba™'"' =CD - Ad
= (CD — Ad")a'*!
B = CDa't! — Ag* !

insertando en la primera ecuacion,

Ab 4 [C Dot — A~ = ¢(-1)'D
A(bl + a2l+1b_l_1) _ C(—l)lD _ CDaH—lb—l—l
al despejar A e insertarlo en B(A) y simplificar, obtenemos
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con lo que la solucién final seria
1Y ab(alb? — (—1) a2ty
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1
la integral se puede hacer utilizando identidades de los polinomios de Legendre (Weber, Arfken)

/Po da:—/dm—l =0

1
/Pl T A+, dx[PlJrl() P_qi(z)dz; 1>0

[Pri1(z) — Pi_q]y = 51 i 1 [Pr41(1) = P—1(1) = Pi41(0) + Pi—1(0)]

T2+1 +1
Ahora bien, P,(1) =1, con lo que
1
T2+l
Pero segtiin Weber y Arfken, también Py, 1(0) = 0, por lo que solamente sobreviven los [ impares
para la sumatoria. Esto transforma la solucién finalmente en
141 pl+1yd 4+ 1pl41 (7] 1y,—1—1
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4 Solucién por funciones de Green

Ahora resolveremos el mismo problema por funciones de Green. Segun Greiner, la solucién del
problema de Dirichlet para la esfera es

1 a(r? — a?
:47T/Q¢(r/’91780/)(712 ( ) _ dQl

+ a? — 2ar cosy)3/2

La forma general es ¢(F) = [ ¢(f')0Gp/On’. En este caso, entonces, derivamos la funcién de Green
respecto a r’ y evaluamos r’ = a.
Para los dos hemisferios con r = a, tenemos

1V, 0<0 <7/2

?la,0',¢') = {0, /2 <0 <m/2

Ahora, hacemos dQY' = sin €’ d6’dy’ = —d(cos0")dy’

ba(r,0, /27r / alr’ — a?) d(cos0")
?) 2 + a2 — 2ar cosy)3/2

La integral para ¢, es muy parecida, solo que (2 —a?) — — (72 —b?) y los limites de integracién
en cos @’ van desde —1 hasta 0. Con ello, el potencial se vuelve entonces

2 27 2
a(r® —a®) b(r? — b?) ,
0 0')—— d(cos @
o0 / / (r? + a® — 2ar cos)3/2 d(cos / / (12 + b2 — 2br cosy)3/2 (cos &)

Ahora, podemos expandir el denominador como si definimos o =
P P (r2 4 a2)3/2 1- 2acos*y] :

——5, ¥ de igual manera para by su correspondiente 5. Entonces podemos expandir el denomi-

ar
a’+r
nador en potencias de a y 3:

[1—2acosy] =14 3acosy+ ...

Resolvemos ahora la integral

27 1 2m 1
/ dy’ / cosyd(cos ) = / dy’ / d(cos ') (cos 0 cos 0 + sin @ sin 0’ cos(p — ¢'))
0 0 0 0
La integral en ¢ se hace cero, con lo que solamente queda el primer término
! 1
= cosf - 27r/ d(cos @) cos§’ = cos - 2w - 4| = mcos
0

La otra integral es muy similar, pero debido a los limites de integraciéon da —m cosf. Con esto, la
expansion queda

Voa(r?—a?) V b(r?—-b%) V _a(r?—ada?) arcos® V _ b(r?—>b%) brcosd

o(r,0) ~ Ar 2 + a2}3/2 4 [r2 + b2]3/2 7 3(7"2 + a2)3/2 (r2 + a?) +Z'3(r2 T b2)3/2 ' (r2 + b2)




Ahora, vamos a graficarla con ayuda del cédigo que usamos anteriormente para el método de
imégenes. El tamano de las esferas es proporcional al potencial, pero esta vez, las dreas del potencial
negativas apareceran en color rojo. Reproducimos las partes més relevantes del cédigo, incluyendo
los valores de las constantes:

from __future__ import division
from visual import *
from numpy import arange

o)
]
O O =

.3
.8

for r in arange(a,b,0.02):
for theta in arange(0,2+%pi,0.02):
Vt0 = V/(4xpi)* (rx*2+a**2) %% (-3/2)*a* (r*x*2-a**2) - \
V/ (4*pi) ¥b* (r**2-b**2) / (r**2+b*x2) x* (3/2)
Vtl = V/4x(3*ax(r**2-a*x*2)/ (r**x2+a*x*x2)** (3/2) *xaxr*cos (theta) / (rx*2+a*x*2)\
+ 3xb* (r*x*2-b*x*2) / (r**2+b**2) x* (3/2) *b*r*cos (theta) / (r**2+b*%*2))

Vt = (Vt0+Vt1)*0.2
sphere (radius=abs(Vt) ,pos=vector (r*sin(theta),0,r*cos(theta)))

Y el resultado es

Notemos que hay partes en rojo en el resultado (puntos donde el potencial es negativo), cuando
lo correcto seria no tener ningtin punto rojo, pues el potencial V es positivo en nuestro cédigo. Esto



es de esperarse, puesto que el desarrollo en serie supone que « y  son pequenas, y eso ocurre si
r>>ayr<<b. Al anadir términos de mayor orden se irdn corrigiendo los potenciales alrededor
de las esferas. Sin embargo, atin asi es posible ver que en efecto, el potencial de la parte inferior
de la esfera con radio a se parece mucho al hemisferio que calculamos anteriormente con la funcién
de Green. Si bien es cierto este hemisferio tiene un potencial V', igual que el hemisferio superior de
radio b, el inferior posee més densidad de carga por tener una curvatura menor.

5 Corrida de prueba: hemisferios con potenciales +V y -V

+V

-V
Una corrida de prueba fue hecha también para verificar la correcta graficacion del cédigo, hemos
puesto el potencial que aparece en Jackson y Greiner para el problema de dos hemisferios pero con
potenciales +V y —V respectivamente. Como la situacion es més simétrica que en el caso anterior,
se obtiene més rdpidamente un resultado satisfactorio (con menos términos de la expansién). Para
este caso, el potencial fue expandido hasta orden 3 (el orden 2 se anula)
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