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1. Introducciéon. Ecuaciones del movimiento

El problema de tres cuerpos restringido puede aplicarse para estudiar el
sistema Tierra-Sol-Jupiter. Comparado con la Tierra, la masa de Jupiter es
317.94 veces mayor a la masa de la Tierra, y 1047 veces menor que la del
Sol.! Con estas condiciones, aproximamos el movimiento de Jupiter como un
circulo centrado en todo momento en el Sol, y la masa de la Tierra, despreciable.
La posicion de la Tierra se describira mediante el vector 7(t) = (x(t),y(t)),
que estd en un plano, exactamente el mismo de la 6rbita de Jupiter, dada por
77(t) = (rycos(wst), rysin(wst)); el Sol se mantiene en el origen. La ecuacion
del movimiento para la Tierra en forma vectorial estd dada entonces por
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La tercera ley de Kepler implica, al ser aplicada a la Tierra en una o6rbita
inicial circular,
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donde T y 7 son un afio medio terrestre y la distancia Tierra-Sol media, respec-
tivamente. De (1) despejamos GMg y sustituimos en (2), para obtener
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pero esto implica que 3 puede reescalarse al definir ¥4y = 77lg; y ty, = Ttsy,
con lo que se utilizardn como unidad de distancia la unidad astronémica y como
unidad de tiempo el ano terrestre. Ademés, notamos que la razon entre las masas
M /Mg es adimensional, y la llamamos €. La ecuacion reescalada queda?
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1Datos obtenidos de Wolfram Alpha.

2Para ser més explicitos con el reescalamiento, nétese que 7/r> = 7#/r2 — #/(7r)2, dif —
FdF = d(Fdi(ay)) = 7d*Fy dt — Tdt = (dt)? — T2dt?. La posicion de Jupiter también
queda reescalada, naturalmente.
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Figura 1: Integracion de la orbita terrestre para 50 afios jovianos. A la izquierda,
la 6rbita completa; a la derecha, el detalle de la 6rbita terrestre.

2. Soluciéon numérica de las ecuaciones

2.1. Programa

Para resolver las ecuaciones diferenciales se construyé un programa en Pyt-
hon, que se compone de varios médulos. Primero, el médulo rk4.py, que im-
plementa el método de Runge-Kutta de 4.° orden en una sola iteracion (en el
moédulo principal se llama repetidamente a este moédulo para obtener n iteracio-
nes). El siguiente médulo es vector.py, que implementa operaciones con vectores.
Este modulo es ineficiente, y en el médulo principal se ha reemplazado por el
modulo visual de python, que es mas eficiente; no obstante, se incluye aqui por
si no se tiene instalado el médulo wvisual (vpython). Por tltimo, hay varios mo-
dulos llamados test_ data.py, test _euler.py y test rk4.py, que son los médulos
principales desde donde se corre el programa. El primero utiliza el método de
Runge-Kutta 4 para resolver las ecuaciones diferenciales y guarda los resulta-
dos en un archivo de texto para su posterior graficaciéon con, p.ej., Gnuplot. El
segundo genera una visualizacién de los calculos en tiempo real utilizando el
modulo Vpython, y el método de Euler. El tercero genera la misma simulacién
pero utilizando el método de Runge-Kutta.

2.2. Resultados: Tierra

Se integraron las ecuaciones diferenciales para 50 anos jovianos (/594 anos
terrestres), y una graficacion de los resultados puede verse en la figura 1. La
orbita terrestre se mantiene entre dos radios, pero no es un circulo perfecto
cerrado. La perturbacion es pequena pero considerable.

Ahora, en la figura 2 se muestra el efecto del aumento de la masa de Jupiter
en un factor de 40. La perturbacién es mucho mas visible. La masa continta
variandose, hasta que, al multiplicar por un factor de ~ 1000, se obtiene una
orbita cadtica y que escapa al Sistema Solar. Puede observarse en la figura 3.
Para ver que la orbita es cadtica, graficamos el espacio de fase x, p, para ambos



Figura 2: Aumento de la masa de Jupiter en un factor de 40. (Tamafios del Sol
y la Tierra no a escala).

Figura 3: Con un factor de 1000, la érbita se vuelve caotica.
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Figura 4: Espacio de fase para la érbita cadtica
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Figura 5: Epacio de fase para la érbita periddica perturbada

casos. Los resultados estin en la figura 4. Puede compararse con el espacio de
fase en la orbita perturbada regular, que esta en la figura 5.

2.3. Resultados: asteroides

Una drbita resonante es aquella cuyo periodo coincide con una fraccion del
de Jupiter. En las figuras 7 y 6 se muestran los resultados para una simulacién
de orbitas de asteroides resonantes y no resonantes. Las no resonantes son més
inestables que las resonantes, y como puede verse en las fig. 7e y 7f, pueden ser
semiperiddicas o cadticas. Particularmente, lo que se observa es que las érbitas
no resonantes se comportan como un oscilador armonico forzado que no esta
en resonancia: en ocasiones cierran mas la érbita, en ocasiones la abre més, de
forma que su periodo cambia rapidamente. En cambio, las érbitas resonantes
son més estables, al cabo de unos cuantos periodos de Jupiter es posible ver el
patrén distintivo y la delimitacion de la distancia del cuerpo entre dos radios
definidos. Para objetos cercanos a Jupiter, pequefios y no resonantes, existe més
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Figura 6: Detalle de la 6rbita de un asteroide con resonancia 2:1

probabilidad de escape o colisiéon con otros cuerpos del Sistema Solar.



Figura 7: a) Asteroide en resonancia 2:1 con la masa real de Jupiter. b) Mismo
caso anterior pero con la masa de Jupiter aumentada en un factor de 40. c)
Asteroide en resonancia 5:2, con masa de Jupiter aumentada. d) Igual que el caso
anterior, con una resonancia de 3:1. e) Asteroide sin resonancia (T = Ty /v/3) y
f) su espacio de fase.



