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Funcién Gamma (Euler)

Para n > 0, R(n) > 0:

D




Formula de recurrencia

I'(n+1) = nl'(n)
)
Férmula Asintética (n grande)
F(n+1)= 2rnnte /120 H) g9 <1

n! ~V2mn (2) (Aproximacién factorial de Stirling)
e

Propiedades

x

nln
T = li

I'(z+1) =al'(z)

I'(n+1) =n! (n entero)
T

P@)Il'(1l—-2)=

sin(mx)
I(z+n)= 1:[ (z + k) (x)

k=0

Formula de la duplicacion de Legendre

2221 ()T (m + ;) = /7 ['(22)
Derivada de la funcion Gamma
d dF o z—1 _—x
al“(z—i— 1) =T(2) tzo-= /0 x* e CIntdr

dr
d zn

F(z):/ 2 e Int]" dx
0



Calculo de T (%)

Sea t = u?, dt = 2udu:

Para z = 5

1 5 o,
F()Q/ e“du:/ e " du
2 0 —00
1n\1? Y TP,
o [
2 o Jo

Cambio a coordenadas polares: u = pcosp, v = psinp, dudv = pdpdy

1 2 & ™/2 2 o 2 2|
[F ()} :4/ / e’ pdpd<p=27r/ pe Pdp=—e"" ‘ =
2 o Jo 0 0

()

Problema 5.9.7 Arfken—Weber (Quinta edicién)

Este problema trata de la radiacién de cuerpo negro.
Ley de Planck

V3 1

u, (T) = 87§€hu/KBT 1

La energia total irradiada de un cuerpo negro es (Ley de Stefan-Boltzmann)

SrKpT* [ g3 4 27T5KJ49
c3h3 /0 w1 T 7 15c2h3
o .3 ol
I= / dx = 31¢(4), C(4) = — (¢(s) Zeta de Riemann).
o €er—1 90

Veamos de donde sale este resultado

(e’ $n
I, = d
/0 exr — 1 v

Sea y = aux:




Usando series:

1 = n
(1—x>:,§f

I

Entonces tenemos que

(oo}

1 e b
— n,—RrRyYy
b= g, e

=1

Sea t = ky:

I = 1 [~ Tn+1) < 1 T(n+1)
I = QL Z 1 /0 the tdt = o1 Z Al T gntd C(n+1), n>1
k=1 k=1

Problema 5.9.8 Arfken—Weber Quinta edicion

Las integrales de la siguiente forma apararecen el la teoria cuantica de efectos
de transporte térmicos y de conductividad eléctrica.

o xneax
I, = —
/0 (eom: _ 1)2 x

Sea y = ax:
1 o) ynefax
I, = d
n an+1 /O (]_ _ eaz)2 -z
d 1 1 > L e
J— — — n—1 _ 1 n
dr ((1-@) =L ;"w ;0(“ )
z _ - n+1l __ - n
n=0 n=1
L= 2 Sk [Ty
k=1
Sea t = ky:

[e.9]

1 T(n+1)
1

1 = k [ [(n+1)
Inz—anﬂzknﬂfo tretdt = =
k=1 k=



Funcion Zeta de Riemann

En los problemas anteriores se usé esta funcién que se define a continuaciéon

()= 1 Ris) > 1
k=1

Valores particulares:

w2 a4
¢(2)= R ¢(4) = 90" ¢(3) ~ 1.2020569032
Para a = 1:
7T4 7T4
Is=31¢C(4) =6— = —, I,=2! ~ 2.4041138064
3 =3!(¢(4) 650 =15 B ¢(3) 04113806

Otras representaciones de la funcion Gamma

I'(2) :2/ e T2 1gt
0

Forma de Weierstrass

o0

1 z
= vz 1 7) —z/n
T(z) = H ( + n)©

n=1

donde 7 es la constante de Euler-Mascheroni:
. 1 1
v = lim 1—|—§+---—|—E—lnn ~ 0.577215. ..

n—oo
o0
/ e *Inzdr=—v
0

Formula de multiplicacién

m—1
H r (z + %) = m!'/27mz(2r) (MDD (;mz)

n=0

Funcion Beta

1
B(m,n):/ 2™ Y1 —2)"tdr, m>0,n>0
0



Identidades de la funciéon Beta

a) B(a,b) =B(a+1,b)+ B(a,b+1)

b
iB

b) Bf(a,b) = (a,b+1)

¢) B(a,b) = bTTlB(a +1,b—1)

d) B(a,b)B(a+b,¢) = B(b,¢)B(a,b+ c)

Doble factorial
El doble factorial es muy importante para definir desarrollos en series

(2n + 1)!
27n)!

@2n)=2-4-6---(2n) = 2"n!

@n+1)1=1-3-5---(2n+1) =

Funcién Digamma y Poligamma

z

nln
d=AG) = ey G

In(z) = lim [Inn!+zlnn—In(z4+1) —=In(z+2) —--- — In(z + n)]

n—oo

d . 1 < /1 1
UJ(Z)f%lnF(Zle)—nlggo <lnnklz+k> 7+;<nz+n>
$(0) = —

Poligamma:

(m) amtt m+1 = 1
'(/}7 (Z):dzm+1lnr(z+1):(_1) m!ZW7 m:172,37...

n=1

Y™ (0) = (1) ml¢(m + 1)

Desarrollo en serie:

InT(z+1) = Z %w"—”(O) = —yz+ Z(—l)"%((n), lz| <1
n=1 ' n=2



Funciones Gamma y Beta incompletas

Gamma incompleta:

~v(a,z) = / e 't dt, T(a,z) = / et dt, T(a) = ~v(a,z)+T(a,z)
0 T
Beta incompleta:

B(p,q,x):/ 11—t 'dt, 0<z<1,p>0,g>0
0

Integrales varias

/2 1 I(m)T
/ sin?™ 19 cos?”10dd = =B(m,n)= (m)L(n) , m>0,n>0
0 2 2I'(m +n)
e3¢} xp—l T
dr = T'(pI'(l—p)= 0 1
/0 11z (P —p) sin(pm)’ <p<
> n 1 1
/ zMe” " dr = —T m , m>0,n>0,a>0
o nalm+1)/n n
1
/0 2" (lnx)"de = CEE n>0,m>—1
& : 1
/ e’ cos(Bzr)dx = =4/ T e=5/(4)
0 2V«
> cosx T
de = ———, 0<p<l1
/0 xP 2T'(p) cos (%)
* sinx 7
de = ————~, 0<p<l1
/0 xP 2I(p) sin (&)
oo
/ e_‘"’tﬂ = \/?7 5s>0
0 Vi s

Otras funciones especiales

Funcién error

2 r 2 2 e 2
erf(x):ﬁ/o e " duzl—ﬁ/ e " du

Integral exponencial



Integral seno y coseno

Integrales de Fresnel
S(z) = \/E/HSiandu =1- \/5/ sin u?du
m™Jo ™ Jz
C(z) = \/5/ cosu?du =1— \/5/ cosu’du
™ Jo T Jg
Relacion con el producto infinito del seno

oo 2
sin(rzx) = wx H (1 - 1‘2>
n
n=1

422

A continuacién se demuestra la identidad de la reflexién de Euler:

[(z)(1 - 1) = —0 =iﬁ<1—22)1

sin(mx)

Usamos la siguiente férmula

o0

1 z
O 1 7) —z/n
IT(z) = nl;[l ( + n)©
1 = z
— L7 1— 7) z/n
T(—) ¢ };[1 ( n) €

Ahora empleamos la definicion



Entonces )
P (=) = ~ zsin(mz)
I(1+2) =2I(z2), (1 —2)=—-2I'(-2)
Finalmente
FEIA —2) = sin(mz)

Integral de Contorno de Hankel
/ e *2Vdz = (™ — 1)v!
C

/ e *(—2)"dz = 2isin (7v)v!
c
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Problema 10.4.14 Arfeken—Weber Quinta edicién

Una particula de masa m, que se mueve en un potencial simétrico y que esta bien
descrito por V(z) = A|z|", tiene una energia total 1/2m(dz/dt)? + V(z) = E.
Encuentre dz/dt e intergre para hallar el periodo del movimiento:

Tmax dx
— 2v2m / A
’ 0 vVE — Az™

n
max

2 2rm 1  T(1/n)
TTuVTE 0 T(1/n+1/2)

donde x4, es el punto de retorno dado por Az = F. Demuestre que

Solucion:

Tenemos que

La energia total es

El periodo sera

—_



donde Az} . = E, Tmax es el punto de retorno.
Sean £ =z" y a = 2v/2m

Asi

d¢ d¢

_ n—1 _ _
dé =na" dr = dx = n€G=D/n — pgi=1/n’

Entonces
a1 d¢
T T n)y VE—AEen/n
_ a o 6—1/2&-1/71—1 df
nJo VA/y/E-1
donde
E n
Y= Z = Tmsx — fo
Sea, ~
u=--—1
3
Asi
Y Y Y
1 = — = dé = ———=d
+U €7 5 1+u7 5 (1+U)2 U
Entonces

0 1/n—3/2
S _gi/ R Y
n VA Jo Ve \1+u (1+u)?

@l yn-y /OO du
n /A o ul/2(1 4 wu)t/nt1/2

Ahora empleamos la férmula de la funcién Beta

/OO(M‘:B(mH,kH), B(p,q) = L@
0

1 + u)m+k+2

Por comaparacién tenemos que

x :Sl/n7 50 =T

n
max

1 1 1 1 1 1
m=—-1/2, m+-+2+k=—+-=k=—-—1, m+1=—, k+1=—
n 2 n 2 n

4

Entonces



I
H

[ st (32) S <)

n

)" A

Problema 10.4.7 Arfken—Weber

Finalmente

Demuestre que la integral de Dirichlet
Ig! B 1 1
(p+q+2)! p+aq+2

donde el rango de integracion es un triangulo encerrado por el eje x, eje y y
larecta x +y = 1.

Solucion:

Integremos el area del tridngulo

1 1—x
I = /;vp</ yqdy>da:
0 0
1 q+1 11—z
/xpy dx
0 q+10
1 p(1 — g)at!
/ a1 —a)i
0 q+1
B(p+1,q+2)
q+1
pl(q+1)! _pl¢!
(@+D(p+q+2)! (+qg+2)
plq!
(p+q+2)(p+qg+1)

Ahora empleamos la siguiente propiedad de las funciones Beta:

b—1
Ba) = o Bas 10— 1) 5 B+ ) = LB+ 10
Entonces

plq! Bp+1,q+1)

(p+q+2)(p+qg+1)! p+qg+2




Problema 33, pagina 262, Whittaker—Watson
Cuarta edicién

Por medio de la sustitucion cos = 1 — 2tan (¢/2), demuestre que

= Tt = i {F @]

Solucion:

Sea

cosf =1 —2tan (g)

Tenemos que

—sinfdfd = —sec? <> dy

& 2

1—sin?0 = (1—2tan<2>) = cos? 6
= 1—4tan <(§> + 4 tan? (‘5)

sin? = 4tan (?) (1 — tan (g))

tan?04+1 = sec?0

1—sin?0 = 4sec? <¢> — 4tan <¢> -3
2 2
3—cosf = 2(1+tan (g))

Sea

Tenemos que



sinf =
cosf =
3—cosf =
—sinfdf =

df =

dt =

Los valores limites de la integral son

2/t(1 —t)

2(1 +1)

tan(i) = 0=¢=0

(3] = 1-(3) ()

™
v =3

Entonces

< in(5) = () -

ol

o /1 dt
o (ML—=0)2\/2(1+1)

ot 1
— | 2=t = Bm+1,n+1
= [ S5 )

Determinamos los valores de m y n

3
2m+1 = —7:>m:——:>m+1:,

Tenemos que

Bm+1,n+1) =

(-

Ahora

Usamos la expresion

P(1/49)0(1/2) _ VAD(1L/4)

(3/4) (3/4)

o ()



[(2)I(1 - z) =

sin(mz)
Tenemos que
D(-1/OT(1+1/4) = T(-1/9T(5/4) = _Sin(:-r/zl) _ —72;
1 ™
—11"(—1/4)I‘(5/4) = NG
L(3/4T(5/4) = Q\L@
PG/4) = 2T/
P34 = —_r 2"
VRI(1/4)  V2U(1/4)
Entonces
V2r 1\]* 1 1\12
s - () )
Finalmente

I= 2\%B(1/4,1/2) = ﬁ [r (i)}z

Problema 10.2.4 Arfken—Weber Quinta edicién

Demuestre que

1 Tz B = ¢(2n) o,
TR (sin(mﬁ) =2 2n & 2l <1

n=1
Solucion:

Empleamos la siguiente igualdad

(m) dm-l-l dm-i-l
= 1
= (D)"Y =1,2,3,---
( ) m ’r; (Z + n)erl ) m ) b )
FM) = (=)™Hmi¢(m+1).

Ahora usamos otra expresion



() = 3 2 FO-(0) = —yz 4 Z(—l)”%{(n), 2| <1

n!
() = 22+ D (")
(=) +n((-2)) = 32 (14 (1))

- li(sinzz>>
=i (ag) - ;“;:kzn

Problema 10.4.16 Arfken—Weber Quinta edicién

Muestre que

*® sinh® x 1
1= der = =B(v,§), -l<a<
/0 cosh® 2 (,9) p

dondey=(14+a)/2,5=(8—a)/2

Solucion:
Sea,
u = sinh®z = sinhz = Vu
Asi
du = 2sinh x cosh xdx
Ademéas

cosh?z —sinh?z = 1
cosh’z = 1+sinh?z=1+u
coshr = +V1+4+u



Entonces

o du
I /2] 4 yyBla___ G
/0 w1t ) 2v/uv1+u

_ %/wumqwq1+unvau
0

Ahora

o0 um
B 1 1) = —d
(m+1,n+1) /0 (1 + u)m+n+2 u

Procedemos a determinar los exponentes

a—1
m = —
2
a+1
1 =
+ 2
1
m+n+2:ﬂ%
1 1
m+l+nt+l = a; +n+1:ﬁ%
a+1 -1
T+n — T
-1 a+1 1
= —- =—(f-1-a-1
n 5 5 =58 a—1)
1
n+l = 5(5*01)

Entonces

= 38 (Gl n50-a)

2

- ;B(a21+L;w—a—2%+Qﬂ

_ IT(m+1)C(n+1)
2 D(m+n+2)

_l omlat (= 1)/2)N(B ~a—2)/2)!
2(m+n+1)! ((B—1)/2)!



Problema 9.10, pagina 226, Spiegel, Matematicas
Superiores

Una particula es atraida hacia un punto fijo O con una fuerza que es inversa-
mente proporcional a su distancia al punto O. Si la particula sale del reposo,
encontrar el tiempo que necesita para llegar a O.

Solucion:

Las condiciones iniciales son

t=0, r=a>0, v9 =10

La fuerza esta dada por

F:—E:>8TV:E
r r
Ahora
d>r k
F:ma:mﬁz—;:—aﬂf
Sea
_dar
Cdt
Entonces
v _ _k
dt r
dv _ dvdr o
dt dr dt dr
d rm , k
dr (51)) S
moy o kg
d<2v) = —~dr=—kd(inr)
%vz = —klnr+c¢g

Por las condiciones iniciales encontramos cg

vw=0 r=a=0=—-klna+ ¢

Por lo tanto

me ()
N



Escogemos el signo negativo (hacia O):

dr 2k a
— 2 = /(2
dt m n (7’)
d 2k
L s
i (2) m
o2k [T 2 a
j/)ﬁ - fT:/ dr
m Jo m 0 In (2
Sea
a u _ _ —u
u—ln(;>:>e =—=r=ae
Ahora
1 _
du = —;dr = dr = —rdu = —ae” “du

Cuandor=0=u=o00,r=a=u=0

T o_ /ﬁ/aL
260 fm(e)
_ m/o —ae “du
V2 Vu
_ [ m > —1/2,—u
= a 2k/0 u e “du
m 1
= —F —
“\ 2k <2>
™m

= a —_—

2k

10



Problema 10.1.18 Arfken—Weber Quinta edicion

De alguna de las definiciones del factorial o la funcion Gamma muestre que

) = sin;:(zmc)

Solucion:

Partimos de

Iz -z = Sin(r2) =TA+2)I'(1—-2) = Sn(r2)
Sea z = iz
PP —ir) = sin(77rrz‘x)

T(1+iz) = (ix)!

'l—iz) = (—ix)!

(i) (—iz)! = w(ix) _ @ 7w
sin(mix) M sinh(7z)
(i2)!2 = (iz)[(ix)]* = (ix)!(—iz)! = ﬁ

11



