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Integrales Elipticas

Las integrales de la forma

I= /R(JU, Vax? + bx + ¢)dx

donde R es una funcién racional, se pueden reducir a las siguientes formas

~
Il

/R Va2 + a?)da,

/R —a2)d

/ (x,vVa? —z2)de.

Estas integrales por lo general pueden simplificarse empleando las siguientes
substituciones:

= asinht, 6 r = atant,
= «cosht, o r = asect,
= a«sint o} T = acost.

Funciones Elipticas
Si tenemos polinomios de tercer o cuarto orden

/R(:r, Ps(x))dx
7=

/ R(z, \/Ps(2))dzx

donde R es una funcién racional,



Py(z) = ax® + ba* + cx +d

Py(x) = az® + bx® + ca® +dx + e

Por lo general no se pueden expresar mediante funciones elementales. Por medio
de transformaciones se pueden reducir a 3 tipos de integrales, denominadas
integrales elipticas.

Para trannsformarlas hay que encontrar por lo menos una raiz.

Ps(z) = alx—x1)(z—z2)(z — x3) x;, 1=1,2,3 raices

Py(z) = alx—x1)(x—x2)(z — z3)(x — 24), x;, 1=1,2,3,4 raices
En el caso de Py(z) también es posible

Py(z) = a(x® + bix + ¢1) (22 + box + ¢2),

si se encuentran los coeficientes b1, ba, c1, co.
Los 3 tipos de integrales a los que se pueden reducir son los siguientes

F(r,k) = /UT[(I —2)(1 — k227 2at

T k242 1/2
s = [ (52) "
0 1—t¢

D(r,k) = /OT (1 —2)(1 — K22)) "V 2dt = %(F(T, k) — E(1,k))

T(r, k) = /0 1+%((1 _2)(1 — k22)) 124

donde 0 < k < 1 y h es una constante.



La sustitucién ¢ = siny (0 < ¢ < 7/2) conduce a

¢ d

¥
F(o,k :/ —_—
(9:K) 0 1—k2sin o

¢
E(¢,k) = / /1 — k2sin? pdyp
0

=
Dot = [ o L(P(r k) B
) = T = 75 T, - T,
1—k2sin T
¢ d
o,k ) = [ —
0 (14 hsin®@)y/1—k2sin® ¢

donde se emplea

dt = cos pdp y 1 —t? = cos? .



Integrales elipticas incompletas de Legendre

Integral eliptica de 1° especie

L dx
F(k’x):/o VA—2)(1 - R

donde 0 <k <1
La transformacién x = seng (0 < ¢ < 7/2) conduce a

¢ dy
F(k, :/ .
(5:9) 0 1—k%sen?¢p

Integral eliptica de 2° especie

x — 12,2
E(k,x):/ %dr
0 1—-2z

La transformacién x = seng (0 < ¢ < 7/2) conduce a
©
E(k, o) = / V1 —k2?sen? pdp
0

Integral eliptica de 3° especie

H(ha k? 90) = /Ow (1+71h$2)[(1 — 12)(1 — k2m2)]71/2dx

La transformacién x = sen¢ (0 < ¢ < 7/2) conduce a

dp

@
Mho) = [
0 (14 hsin”p)y/1—k?sinp




Integrales elipticas completas de Legendre

Integral eliptica de 1° especie

K(k) 1—22)(1 — k22?) "V 2dx

= F(k,7/2) = /Om chlifm = Al((

Integral eliptica de 2° especie

"2 Vo1 — k222
E(k) = E = E(k,7/2) = / V1 — K2sin? pdp = / LRy,
0 0 — X

Integral eliptica de 3° especie

(k) = / = / ~[(1—2?)(1-k?2?)] "/ 2dz
Jo (1+hsin?p)y/1—k2sin¢ Jo (1+4ha?)



Funciones Elipticas de Jacobi

Estas son cnu, snu, dnu. Seleen s, n, v ¢, n, u d, n, u. A k se le llama médulo.
Amplitud o funcién inversa

» = am(u, k) = am(u)
donde

w= [0 = [Tt

k2sin? ¢

Se definen asi

sing = sin(am(u)) =snu,

cosp = cos(am(u)) = cnu,
\J1—k2sin?p = V1—k2sn2u=dnu=Agp.

Identidades y propiedades

sn?u+cnu = 1,

dn®u + K?sn’u = 1,

dn’u— kK en’u = K2,
sn(—u) = —snu,
cn(—u) = cnu,
dn(—u) = dnu.

También
snu =

cnu = V1-—2x2,
dnu = 1 — k222,



Las derivadas son

du 1 1
de V1—k2sin?p dnu
d
ﬁ = dnu
—snu = dﬁisin = cos CLS0—cnudnu
du  dudy v L
—cnu = dﬁicos = —sinpdnu = —snudnu
du T dudp T pan=
d d 2k?
@dnu = %\/l—lﬁsn?u:—anusnucnudnu:—kzsnucnu.

Algunos valores especiales son

am(0) = 0,
sn(0) = sin(0) =0,
cn(0) = cos(0) =1,
dn(0) = 1,
sn = 1,
cn K = 0,
dn K K,
sn(K +iK') = %,
”
en(K +iK') = %
dn(K +iK') = 0
Integrales
/snudu = lln dnu = kenu
ok dnu+kenu )’
1
/CH udu = 7 are cos(dnu),

/dnudu = arcsin(snu).



Formulas de adicién para los angulos es simple

sin(a+ ) = sinacosf + cosasinf,

cos(a+ ) = cosacosf —sinasinf.

Sin embargo la suma de funciones elipticas no es tan sencilla.
Se puede demostrar que

snucnvdnv +snvcecnudnu

sn(utv) = 1 —k2sn2usn?v ’
cnucnv —snusnvdnudnov

enutv) = 1 —k2sn?2usn?w ’
dnudnv — k?snusnvcnucnv

dn(u+v) = .

1 —k2sn?2usn2v

Demostraremos una de estas indentidades. Sea o = u + v una constante. En-

tonces

Sean

da:du+dv:0:>@:—1.
du

Si=snu y Sy =snv

La derivada con respecto a u se denotara por un punto con se hace en mecanica
por simplicacion. Asi

Si

So
s
dv

So

dv

— =1

du

d—sl*isnufcn dnu

du  du - ond

en?udn®u = (1 —sn?u)(1 — k?sn?u) = (1 — S?)(1 — k252%) (1)
as, _ dov ds;

du  du dv

%snvzcnvdnv

—%:—cnvdnv

(1-53)(1 - k*S3) (2)



Derivamos

251 dSl = 25—~ 45y (1 - k2S7) + (1 - 57) <—2k2516221>
dSl 2 2 : 2 2 @2
= 25 —[1—k 52 4 k21— 82)] = —25,81(1 + k2 — 2k252)
. d?
Sl = —Sl(l +k‘2 2k‘251) anu (3)

De igual forma

d2
Sy = —Sy(1 + k* — 2k%52) = ks (4)

Ahora multiplicamos las ecuaciones (3) y (4) por S y Sp respectivamente
8281 = —S185(1 + k* — 2k>S7)
Slgz = —5182(1 + k2 — 2]{2522)

Entonces, la resta de estas tltimas ecuaciones es

S5y — 195 = 2k75195(SF — S3) (5)
Ahora multiplicamos las ecuaciones (1) y (2) por S? y S7 respectivamente
5153 = S3(1 - S)(1 — k57)
5257 = S3(1 - S3)(1 — k*S2)

Entonces, la resta de estas ultimas ecuaciones es

S7S3— 8357 = (1-S1)(SF - K?S783) — (1 83)(SF — K*S153)

S5 — k*S7S3 — 8795 + k*S1S5 — ST + k757155 + S7S5 — k25755

= (83— S7)(1 - K*S1S3)
Ahora dividimos la (5) entre la (6)

8185 — 555, 2k25, S5

$282 — G282 (1-k2S3S3)

Sean

q1 = ln(l — k‘QS%SQQ) y qo = ln(Sng — SQSl)

(6)



Vamos a derivar ambas expresiones

g _ 1 d age0
W T T-mesau T FSS)
1 . _
= T pges (T2 5155] - 2K75{5;5)
193
_2k25,S, . .
- Ts%s%(5152+5152)
5132_5231 . .
TR
_ 518 =55
518y — 855,
dy _ 515255
du 5185 — 55,
Por lo tanto
d
Ty 2T a) = 42 —q1 = Co
7 ) 0= C
5'15'2—525’1
m(l—/@SfS%) = Co=he
Entonces
S8 — 58 _
1— k25753
_ cnudnusnv +cnvdnvsnu
¢ = 1—k2snZ2usn?v
= flu4v) =sn(u+wv)
snv = 0= f(u) =snu
snu = 0= f(v) =snv

Igualmente se puede demostrar que

cnucnv —snusnvdnudnov

en(u +v) = 1 —k2sn?usn?v

dnudnv — k?snusnvcnucnv

dn(u +v) = 1 —k2sn?2usn2v

10



Reduccién a integrales elipticas

Sea

flz) = apr® + da1 x> 4 6agx? + dasz + ay

Primero encontramos un cero del polinomio. Sea xg es un cero de f(x).

= f(xo) =0.
Ahora veamos las siguientes férmulas

(t—x0)* = t*— 2wt + a?
(t—x0)® = (t—mx0)(t* — 2xot + x2)
= 3 —2xot? + 23t — wot® + 202t — 23
= 3 —3xt® + 33331? — xg
_ 4 _ 2 2\(42 2
(t—x0)" = (t° =2zt + x§)(t* — 2zt + x()
th — 2x0t® + 22t? — 2wot® + 4xdt? — 2adt + xlt? — 223t + 2
t* — dwot® + 622t — dxdt + 2

Hagamos la siguiente transformacion x — t — zq tal que

f(t) = Ao(t - -’130)4 + 4A1 (t - 1‘0)3 + 6A2(t — x0)2 + 4A3(t — 330)
A()t4 + 4(A1 — Ao.%'o)t?’ + 6 (A()LL'(Q) — 24120 + AQ) t2
+ 4 (A3 — A()!,Cg + 3A1.’L'(2) — 3A2£L‘0) t— 4A3.’L’0 + xéA() — 4A1{Eg + 6A2£L'(2)

Por lo tanto

Ao = ao
ar = Ap— Aoxg

= A = a1+ Aoxrg= a1+ agxg
ay = Aom% —2A1x0 + Ag

= Ay = a9 +24A110— ong

as + 2 (a1 + aowo) xo — apxi = as + 2a170 + apry
as A3 — A()(ES + 3A15L'(2) — 3A2$0
= A3 = a3+ A().Tg — 3A1£L'(2) + 3Asxg

= a3+ apxy — 3 (a1 + apwo) 23 + 3 (a2 + 2a1wo + apxg) o

As = a3+ 3asxg+ 3a1x3 + aoa:g
Agzy — AA 2 + 6Aga? — 4A3

aoxg —4(ay + aoxo)xg + 6(ag + 2a1z9 + aoxg)mg — 4(as + 3asxo + 3a1m(2) + aozv(?;)xo

aq

—apzy — day i — 6agal — daszwg
= f(zo) = aoxé + 4a123 + 6agz? + dazzo +as =0

11



Sean

T=@t—m)"  {=(v—z0) "

La derivada de esta transformacién es

Entonces

f(r) = (t —20)* (Ao + 4A17T + 647 + 4A37°)

(1) = 44573 + 64572 + 4A1T + Ag = Ps(7)

12



Forma Normal de Weierstrass

Sea

AgTicf%

Entonces
_ i _ Ay i ¢ — é
TTA; T 245 A D

La derivada de 7 es

d¢
dr = Ig
Por lo tanto
1 A2
(o)
1 A A2
3 2 2 2
= — _ == — A 2
=) (@ )
1 3 3 2, 3 49 Ag
= — —Z2A S A2 - 22
A%(C g A26" + A6 = 5
4 3 3 A3
P. = — (B -ZAP4+A-—2
3(7) A3 (C 5 2C+4 514 8)
6A2 2 A% 4 1 A2
— - A —= — - — A
1 A3 6
Py(¢) = e <4§3 +3A3¢ — 72 — 6A2¢% +6A45¢% — 6A4%C + ZA% +4A, A3 —2A1 A Az + A0A§>
3
1
= — (4¢° — (343 — 441 A3)( + (A3 — 241 A2 A3 + AgA3))
3
Definimos
gs = 314% — 4A1A3
gs = 2A1A2A3 — Ag — A()Ag
Entonces

P5(¢) = jg (4¢% = ga¢ — g3)

13



donde

2
g2 = apaq —4ajas + 3a;

3 2 2
gs apaza4 + 2a1a2a3 — a5 — apaz — ajaq

= / jf(t)

f(x) = Py(x) = apx® + da1a® + 6aga? + dazx + ay

Ahora la integral

donde f(xo) =0y

Se conviete en
o0
I= / (44573 + 64972 + 4A T + Ag) "V 2dr
3
Forma Normal de Weierstrass

I :/ (4€% — go& — g3)~V/2de

Ahora vamos a demostrar como pasar a la forma de Legendre. Primero tenemos
que

S(t) = 4(t —e1)(t — ez)(t — e3) = 4t% — got — g3.

Los coeficientes cumplen con

el+e2+e3 = 0
4(e1ez +eze3 +e3e1) = —g
dejeges = g3

Sea

1
152634-(61—63)2*2

La derivada de t es

1
dt = 2(63 - 61)273

La funcién se convierte en

S(t) (e2 —e3)z* — (e1 + ez —2e3)2% +e1 —e3

= (e;—e3) (k2z4 - Mﬁ + 1) = (e; —e3)(1 — 2%)(1 — k?2%),

€1 — €3

14



donde

o (e2—e3)
"= (e1 —e3)

Finalmente

dt

I _ 1 t/“ dz
) /S Vei—es) =221 - k222)

15



Otra forma

Sea

P(z) = ax* + b2 + ca? + dx + e = P(z) = a(x — 1) (x — x2) (2 — x3) (7 — 74),

donde x1 > xo, 11 > T3 > T4,T3 > T € R.
La siguiente transformacién tambien nos conduce a una integral eliptica

1—a2sin? B
r=m | ————52 ),

1 —a3sin? B

donde
T r3(x1 — T
@ = 14t _mln T,
Y2r1  wi(ws —x4) a1
1 Tl — X4
ag N 1+?:$3—$4>0’
T3 —T
Y= =0,
r1 — I3
T
o —ai = <31)a§<0.
x1

La derivada de x es

2 2) o
dx:_gxl(al ag)smﬂcosﬁdﬁ

(1 — aZsin® ﬂ)2

Sustituimos
;- dx
VP(x)
B cos 3sin 8d
B 277/ B B B B .2 w2 ) w2
Val@r = 22)(ws — 1) + (21— 20) w2 — ) sin® B)(1 — sin® ) sin? 3

dt
2
/ \/a((xl — x9)(x3 — x4) + (21 — 24) (22 — 23) sin? B)

P / s
Vel — x2)(xs — x4) 1—k2sin® 3
= F(B,k),
donde

(21 — 24) (w3 — T2)
(z1 — z2)(T3 — 74)

(z1 — @3) (21 — 2a)|z3 — 74| _
(!Es - 1’4)|1?1 - $3||3€1 - 5€4|

1, k*=

16
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Periodos

Las funciones elipticas son doblemente peridédicas, es decir, tienen dos periodos:

T =4K, T = 4K’
Ahora
K:/l dx
0 \/(1 —22)(1 — k2a?)
Entonces
sn K =1,
cn K =0,
dn K =K,
donde

K o=1-k?

Tenemos que

cnu
K) = —
su(u + K) dnu’
k' snu
K) = -
en(u + K) RO
k/,/
d K) =
n(u+ K) dnu’
sn(u+2K) = —snu,
en(u+2K) = —cnu,
dn(u+2K) = dnu,
sn(u+4K) = snu,
cn(u+4K) = cnu,
dn(u +4K) = dnu
Por lo tanto
=T =4K

Ahora veamos el otro periodo

. dt
" _/o V=) (1 - kgi2)

17



Sea

Tenemos que

Entonces

donde

Por lo tanto

1
xr = 722
V11— k2t
de = —(1— k42732 2tdt = —k2tabdt,
21— K2 = 1,
1
2,2 _
L-kgt? = —,
1 2,2
1 - ? == k'ot 5
2 2
9,0 _ w—1 (1—2a%)
kot - x2 — .’,C2 ’
A1 —x?
kot = zT,
A1 —x?
t o= i
ko(E
PR e (i
k%xQ ’
m \/1 — (ké)QJUQ o \/1 — k2$2
o 2z o kox
0 0
Y dz
1 V(= 2?)(1 - (kp)2a?)
ki =1/1- k% =k
K =—i o da )
1 /(1= 22)(1 - k222)
iK' = v dz

)

L V-2 - k2a2)

K:/l dx 7
0 V-1 )
1/k) dl'

Kok = o VA-22)(1 - ka?)

18



Las funciones elipticas son

sn(K +iK')

en(K +iK')
dn(K +iK’)
sn(u+ K +iK’)

en(u+ K +iK')
dn(u + K +iK")

Ahora empleamos

kenu’
ik’
kenu’

1k’ cnu

cnu

u+iK' = (u+K+iK') - K

Finalmente

1
.K/ _
su(u +iK’) ksnu’
tdnu
.K/ _ B
en(u +iK') R
dn(u+iK') = —2Y
snu
sn(u+2iK') = snu,
en(u+2iK') = —cnu,
dn(u +2¢K') = —dnu,
sn(u+4iK') = snu,
en(u+4iK') = cnu,
dn(u +4K') = dnu.
Por lo tanto
=T =4K'

19



Transformacion de Landen

La transformacion de Landen es una férmula matematica propuesta por John
Landen que permite relacionar integrales elipticas de un cierto parametro con
integrales elipticas de otro pardmetro diferente. Su utilidad principal radica en
la evaluacién eficiente de estas integrales.

Wk

k= ——
YTk
,_1-k
M=
Ki=(1+kK
/ 1 !
Kj=5(1+hK
(1+k)sn(ur, ki)
k =
sn(u, k) 1+ ksn2(uq, k1)
ur = (1 + k)u

20



Transformacion de Gaufl

Gauf} redescubrié la transformacién de Landen. por eso son similares.

1—K
k =
Ty w
. 2V
IR

1
Ky =51+ k)K

K, = (1+K)K'
(L +E)sn(uy, kr) en(u, k)
Sn(u’ k) o dn(ul, k‘l)
uy = (1+K)u

21



Aplicaciones

Problema 5.8.1 Arfken—Weber Quinta edicion

La elipse 2%/a? + y?/b? = 1 puede ser representada parametricamente por
T = asing,y = bcosy. Muestre que la longitud de arco dentro del primer

cuadrante es
w/2
a/ \/1 — k2sin? o dp,
0

donde 0 < k? = (a® — b?)/a® < 1.
Solucién

La ecuacién de la elipse es

2 2
x
T+l
a b2
La transformacion es
T =asingp, y="bcosyp

El elemento de arco estd dado por

ds® = da® + dy?
La deriva de las coordenadas son

dz d .
— = acosp, — = —bsingp

d¢

Sustituimos en el ds

dz\? dy 2
2 _ ar ay 2
== [(dqﬁ) + () M
= (a®cos? p + b?sin? @)dp? = a®(1 — k? sin? p)d¢?,
donde

N i B

a? a?’

@
s = a/ \/1 — k2sin® pdp = aE(p, k).
0

Entonces

22



Funciones Elipticas: Problemas

Francisco Frutos Alfaro

30 de septiembre de 2025

Péndulo Simple

Demostrar que el periodo de un péndulo simple se puede expresar como una
funcion eliptica F'(k, ¢).

/////////////////////////////////////
YIIII I I 7777 777
s
s

Solucioén:
Las fuerzas implicadas son la tensién T en la cuerda y el peso de la masa m

Fy =T =mgcosb, Fy, =mgsind

La velocidad y la aceleraciéon son respectivamente

Ahora
F = ma=—-F,=—mlf =—mgsinf
6 = —w?sinf
donde
w=,/2
l



Multiplicamos por 26 la ecuacion de movimiento

d

%9.2 = —2w%fsin 6

200 =
Integramos
6% = 2w? cosf + C

Las condiciones iniciales son § =« , 0§ =0
Entonces

2w2cosa+C=0=C=—-2w?cosa

Por lo tanto
. o\ >
2 2 2 0 _ . —
0 = 2w*(cosf — cosa) ( 7 )

do [2g
R 29 —
= 7 ;i v cos 6 — cos

=dt =

L do
29 v/cos ) — cos a
Integramos de 0 a T'

T )
/ dt=T = i / _ 4
0 29 Jo +/cos® —cosa

Usamos el angulo medio

cos = cos w = cos? Q — sin?
2 2

cosa = 1—2sin?

cosf —cosa = 2 {sin2 (%) — sin? (Z)]

i -

= 1—281112(

ST RIS
—

Entonces

0

2

)



Potencial vectorial de un lazo circular de
corriente

Francisco Frutos Alfaro

September 30, 2025

Problema 5.8.4 Arfken—Weber Quinta edicién

El vector potencial para un lazo de radio a por el cual circula una corriente
I esta dado por

woal [T cos ¢'d¢’

A, =
i 2 Jo \/p*+ 22 +a® — 2apcos ¢

Demostar que este vector potencial toma la siguiente forma al usar integrales
elipticas completas:

wol [a k?
Agy="— /- |l1——= ) K(k)— Ek
N
donde K y F son integrales elipticas completas de primera y segunda especie
respectivamente.

Solucion:

Esta parte del problema no aparece en el enunciado del problema. Se agrega
por completitud.
La férmula para obtener el vector potencial es

/
_ b [ )y
At | |r—r/|

En el caso de un anillo la densidad de corriente estd dada por



Js = gsinﬁ’é(cosé’) 8(r' —a)

Vectorialmente tenemos que

J=Jsp = —Jysindi+ Jycosdj = Ji+ J,j

El término J, no contribuye pues se anula en la integracion
Los vectores de posicién x y x” estan dados por

r= (x7 y7 2)7 r/ = (:I:/’ y/7 ZI)

Asi, su diferencia es

+

(z—a)i+(y—y)i+(z -2k
(rsinfcos ¢ — ' sin @’ cos ¢’ )i+ (rsinfsin ¢ — ' sin @' sin ¢')j

(rcos® —r' cos @)k

Entonces la norma es

v —x'f?

+

r?sin? 0 cos® ¢ + (1) sin? 0 cos® ¢’ — 2rr’ sin @ sin 0 cos ¢ cos ¢’
r? sin? sin? ¢ + ()% sin? 0’ sin? ¢ — 27’ sin § sin @' sin ¢ sin ¢’
72 cos? 0 + (1) cos* @ — 2r1’ cos  cos O

r? + (r")? — 2rr' sin @ sin 0 cos(¢p — @) — 2rr’ cos O cos &

2



Para ¢ =0
vt — 1| =7+ (r')* — 2rr’sinOsin 0’ cos ¢’ — 217’ cos O cos ¢’
En cilindricas
r? = p? 4+ 22, p=rsinf

Ahora sustituimos

A - / / / Isin® cos ¢’ 6(cosf)o(r' — a) (/)2 sin /i 0o
¢ dma J, V2 + ()2 — 2rr' sin@sin 0 cos ¢ — 2rr’ cos 6 cos ¢’

2w pw/2 / 2 / / o
_ ol / / v (r")? sin* 0’ cos ¢’ §(cos @) §(r' — a) dr' o
r

dma (r")2 — 2rr’ sin @ sin @’ cos ¢’ — 2rr’ cos 0 cos 0’

,uoaf cos ¢'d¢’
dm Jo /12 + a? — 2arsinf cos ¢’

El §(cos 0’) hace que el angulo sea ' = m/2 al integrar

w/2
/0 £(0)5(cos 0)d0 = f(x/2)

El §(r" — a) hace que " = a al integrar

/f (r — a)dr = f(a)

Ahora pasamos a cilindricas (Este es el inicio del problema de Arfken—Weber)

4 - ,uoal / cos ¢'d¢’
’ VP2 + 22+ a? — 2apcos ¢/

uoal cos ¢'d¢’
2 Jo \/p*+ 22+ a® — 2apcos ¢

Sea

o =a=m1—20, do = —2dp3

Tenemos que



Ademas

COSs v

Entonces

donde

a=0=0=m/2 a=1=0=0

cos(m — 2[3)
cos(m) cos(2f3) + sin(r) sin(28) = — cos(2)
—(cos® B —sin? B) = —(1 — 2sin? B) = 2sin?  — 1

poal /0 (2sin? 3 — 1)dB
T Jrj2 \/p? + 22+ a2 + 2ap(1 — 2sin® B)
poal ™2 (2sin® B — 1)dp

T Jo  \/p*+ 22+ a?+ 2ap(1l — 2sin® B)
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/ \/a+p + 22 — dapsin® 3
uoa] 2811&2 B — l)dﬁ
uoal ”/2 (2sin B - 1)dﬁ

m/(a+p)?+ 22 Jo \/1—,1€281112ﬂ7

kQ — 4a’p
(a+p)?+ 22



Continuamos con la integral

4 = poal /2 k2(2sin® § — 1)dj
Tk2\/(a+ p)2 + 22 Jo 1 — k2sin? 3
_ poal ™2 (2 — k? — (2 — 2K?sin® B))df
a2 (a+p2+22 Jo V1—k2sin? 8
_ poal ™/2 [ (2-K) (- Ksin? 5)] ;
T2/ (a+p)2+22 0o |\/1—K2sin?p 1 — k2sin® 8
_ poal (2 — k) / a5 —2 / " \/1 — k2sin? ﬁdﬁ]
Tk2\/(a + p)? + 22 1 — k2sin® 3 0
poal

= T (2= K*)F(k,7/2) — 2E(k,7/2)]
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