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] Momentumy colisiones

1.1 Segunda ley de Newton: moméntum

La segunda ley de Newton, tal y como él la plante6, dice que la fuerza
es el cambio de moméntum en el tiempo:

. dp
F=-F
dt

U[p] = kg m/s. El moméntum, impetu, cantidad de movimiento o mo-
mento (lineal) es una cantidad fisica definida como

—

p = mv

y siempre y cuando m sea constante,

- dv .
F=m— =ma [
dt
De cierta forma, el moméntum nos da una idea del poder destruc- AN

tivo de una cosa. Por ejemplo, un carro de 1000 kg moviéndose a una
velocidad muy baja de 0.3m/s (= 1km/h) tiene un moméntum de
300kg m/s. De la misma forma, una bala de 1kg moviéndose a una
velocidad casi supersénica de 300m/s tiene, igual, un moméntum de
300kg m/s. Ambos pueden causar destruccién en caso de una colisién
contra una pared de madera delgada. En los huracanes, cualquier pe-
dazo de madera suelto se convierte en un proyectil peligroso.

1

1.2 Conservacion del moméntum en un sistema de F..; Fo...
articulas T .,
i m g @ F‘ o
Supongamos que tenemos un sistema de particulas que interacttian F; 3 C

entre si. Pueden ser estrellas, o particulas cargadas de un plasma, o =

moléculas, o cualquier otra cosa. Las particulas interacttian entre si, por F;ﬁ me

lo que, como ya habiamos notado de la tercera ley de Newton, para dos . J
particulas i y j,

Fij = —Fj
Es decir, la magnitud de la fuerza es igual, pero ambas van en direc-
ciones opuestas. Supongamos que hay una fuerza externa que afecta a
todo el sistema; es decir, consideremos la interaccién del sistema con su
entorno. La fuerza neta sobre la particula i es, entonces,

= =

f:‘net,i = Fext + Fij
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donde en realidad F;; deberia ser la fuerza neta de esa particula con
todas las demds que forman el sistema. Ahora bien, el moméntum total
del sistema es .

Pita =P1+P2+.. +Pi + -

la derivada del moméntum respecto al tiempo es la fuerza:

df) ! = = =
% = Fl,net + FZ,net + ..+ Fi,net + ...

y ahora ocurre un milagro: todas las fuerzas internas se cancelan entre
si. Por ejemplo, para las particulas 1y 2:

il

net,1 — Fext,l + F12

il

net,2 — Fext,Z + F21
— Fnet,l + FnetZ = Fext,l + Fext,Z + F12 + F21
= Fext1 + Fextp +Fio — F1o = Foxp1 + Fext 2

esto nos lleva a una conclusién muy importante: si en un sistema no
hay fuerzas externas, el moméntum total del sistema se conserva, es decir

_ dPtotul re

Z f:ext,i = dr =

(=1

P;yta1 = const

Ahora, observemos que en ese sistema de estrellas, plasma, molé-
culas, etc. la energia mecdnica no necesariamente se conserva. Una estrella
puede explotar, otra puede succionar materia de otra (a este fenémeno
se llama “acrecién”), un agujero negro puede “tragarse” a otra estrella,
de forma que hay procesos explosivos y disipativos, y por lo tanto la
energia mecanica en general no se conserva. La energia total si se con-
serva, pero no siempre podemos saber cudnta energia se libera en una
explosion, o se disipa hacia el entorno en forma de radiacion, por lo que
la energia total no siempre sirve para hacer célculos. Sin embargo, solo
basta con que el sistema no tenga fuerzas externas para que el moméntum si se
conserve. Aun en ese sistema de estrellas tan convulso, el moméntum se
conserva.

Vamos a aplicar este hecho a dos objetos que colisionan entre si con
diferentes propiedades.

1.3 Tipos de colisiones: colisidon 1D inelastica

Tenemos dos cuerpos, 1 y 2. Al incio, 1 tenia una velocidad vy, y 2 te-
nia una velocidad v;; como es una situacién unidimensional, los signos
de ambas velocidades nos dicen la direcciéon en nuestro marco de re-
ferencia. Los cuerpos colisionan y después permanecen juntos, ambos
moviéndose con una misma velocidad®. Por ejemplo, pueden haberse
enganchado al colisionar. Entonces, sabiendo las masas m; y my, po-
demos averiguar la velocidad v’ con la que al final ambos cuerpos se
moveran:

Piotar = const == Pyopg = Pt/

otal
o — M1 + movp

= myo1 +myvy = (mq +my)o =
mq + mp

U1 U

USSR | L ng
£ @ -
* En esta colisién en particular las velocidades fi-

nales son iguales. No necesariamente tienen que
ser iguales en una colisién inelastica.
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m ¢ Se conserva la energia cinética?.

Si sustituimos valores numéricos, por ejemplo, que my = 1, my = 2,

v] =5, v = 3, tenemos que v =11/3 = 3.66m/s. Entonces, el mo-

méntum antes de colisionar era 11kg m/s, y después de colisionar,

también, 11 kg m/s. Ahora bien, ;se conserva la energia cinética?
Antes de la colisién, la energia cinética es

1 1
K= Emlv% + Emwg =21.5]

Después de la colisién, la energia cinética es
1 1
K = Emlv’% + Emzvlg =20.2]

iLa energia cinética disminuyd! La energia cinética no se conserva,
pero el moméntum si. Cuando la energia cinética disminuye en una
colision, esta se dice que es ineldstica.

Entonces, la clasificacién de las colisiones dependiendo de la conser-
vacién de la energia cinética es la siguiente:

» Si K’ > K la colision se llama supereldstica o explosiva.
» Si K’ = K, la colisién es elastica.
» Si K’ < K, la colisi6n es ineléstica.

Siempre se conserva el moméntum total.

m Bolas de masa.

En una panaderfa, una bola de masa para hacer pizza es lanzada
con velocidad vy hacia otra de masa tres veces menor, originalmente
en reposo. Después de la colisién, que es ineldstica, ambas bolas se
pegan y se mantienen juntas. Calcule su velocidad final.

Solucién: La masa de la bola en reposo es m, y la de la que llega a
golpearla es 3m. Al final, dado que ambas bolas se pegan, tienen la
misma velocidad. Aplicamos conservacién del moméntum:

3mvy = 3mv+mv — 3vg =4v — Z):ZUO

m Anadlisis de choque de transito.

Un carro de masa my = 1000 kg frena stibitamente, de forma que
su velocidad se reduce a vy;;, = 3m/s, cuando un carro de m; =
1700kg no logra detenerse a tiempo y lo colisiona. Al final de la
colisién, el carro 1 redujo su velocidad a v; fx = 4m/s, y el carro 2
sali6 expulsado a vyr, = 6m/s. Despreciando el efecto de los frenos,
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calcule la velocidad con la que venia el carro 1.

Solucién:  Utilizando conservacién del moméntum, vy, = (m1015, +
mZUfo - mzvzl-x)/ml =5.8m/s

- T4 r - Ul U2 — 0
1.4 Colision 1D elastica 0 (1] (2]
Vamos a analizar un caso particular de una colisién eldstica, en la 4! 0 o_>
que la particula 2 estd originalmente en reposo. Entonces, tanto el mo- o ? v

méntum como la energia cinética se conservan: v
miv1 = myv| + movh
1 2 _ 1 21 12
M0 = 5MU] + M0
Este es un sistema de dos ecuaciones con dos incoégnitas. Dadas las ma-
sas y la velocidad inicial de 1, podemos encontrar las dos velocidades
finales. Si tuviéramos vy # 0, el sistema de ecuaciones se complica bas-
tante, pero no es imposible de resolver de forma general. En cualquier
caso, el sistema de ecuaciones se puede resolver facilmente al sustituir
primero los datos numéricos.

Tomamos la primera ecuacién y despejamos v5:

/

/ myU1 — Moy

02 = =
my

introducimos en la segunda ecuacién:

2

7N\ 2
2 mq01 — mq0q
myvy = mo; +my | ———

my

ahora debemos desarrollar estos términos y simplificar. Al ordenarlos,
queda

2
0 = (mymy +m3)vy” — (2m3v1)v] + (m3vF — moymyv?)

que es una ecuacién cuadrética. Utilizamos la férmula de solucién de
ecuaciones cuadraticas:

+2m3v £ \/4m‘110% — 4(mamy 4+ m?) (m3v? — mymy03)

v =
! 2(mymy + m3)

vamos a simplificar la raiz. Para ello, desarrollamos los términos inter-
nos y los sumamos (se cancelan varios términos). Al final, nos queda

2 [ 12123002712
2mivy + y/4dmsm{o] Zm%vl + 2mymqvq

/
V1 = =
! 2(mymy + m3) 2(mymy + m3)
g = (MmEm)
1= mq + mop !

Ahora debemos decidir el signo de +. Segtn el diagrama, no sabemos
la direccién de v}, por lo que vj > 0 o bien v} < 0. La tnica eleccién
de signos que nos permite ambas posibilidades es el menos. Vamos a
confirmar mads adelante esta eleccion. Con esto,

my —m
vy = L N
mq + mo
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y ahora sustituimos en nuestra expresion de v/, para obtener:

’ mi01 — mp0; mq mp —my
Uy = = —01 —m
myp myp my + mp
ml(ml + TTZ2) — I’H1(I’H1 — I’TZZ) B m% + momy — m% + mlmzvl _omp+ 11110
my(my + my) my(my + my) my + my
con lo que
’ 21111
vy =|—"—)m
mi + mip
Entonces, finalmente,
;M1 —myp
vl —
mq + my
;o 27’}’11
’02 -
mi + mp

Ahora veamos varios casos de interés con los resultados que hemos
obtenido.

» Si m; = my, entonces vj = 0y v, = vy. Entonces, lo que ocurre
es un intercambio de velocidades, en la misma direcciéon. Eso ocurre al
colisionar bolas de billar: como tienen la misma masa, si la bola 2
estaba en reposo al principio y la bola 1 viene y choca contra la bola
2, la bola 1 se detiene y la bola 2 toma su lugar, moviéndose con la
misma velocidad que traia la bola 1.

» Sila masa de la bola 1 es muchisimo menor que la de la bola 2, eso
significa que m; < my == my — 0, entonces vj = —v1, y v5 = 0.
Eso es lo que ocurre si una persona salta sobre la Tierra. En teoria,
tanto la persona como la Tierra deberian moverse. Sin embargo, como
la masa de la persona es insignificante comparada con la de la Tierra,
el cambio de velocidad que sufre la Tierra es también insignificante.

SRR Colision elastica.

Una bola de masa m que viaja a velocidad +v choca eldsticamente
contra otra de masa 2m que estd en reposo. ;Cudl es la velocidad
final de cada una?

Segtin las ecuaciones que hemos derivado,

_(m=2my _ 1,
\m+2m) 3
U/ _ 277’” U= gv :
2= \m+am )" 3 % © O
Ejemplo 1.5. [z [@ 0 ‘.

Las bolas de billar colisionan de forma aproximadamente eléstica.
Una bola de billar se encuentra en la mesa, en reposo, cuando otra
bola idéntica llega a 4m/s. Calcule las velocidades finales de ambas
bolas.

I
_~

Solucién: Como las bolas colisionan eldsticamente, el moméntum y
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la energia cinética se conservan:

2 1 2

[m1v1 + mpvy]; = [myvg + m202}f
[%mlv% + %levz]i = [imlv% + %MQUZ]f

Para simplificar el dlgebra, llamemos v a la velocidad final de la bola
1y u a la velocidad final de la bola 2. Las bolas son idénticas, por
lo que sus masas son iguales y se cancelardn a ambos lados de las

ecuaciones. Entonces:
4=v4u
16 = v2 + u?

De la primera ecuacién, u = 4 — v, con lo que, sustituyendo en la
segunda ecuacion,

16 = v® 4 (4 —0)? = 16 = v* +16 — 8v + v*

— 202 —8v =0

con lo cual o bien v = 4 = vy, 0 bien v = 0 = vyy,. Si tomamos la
primera opcion, y sustituimos en la primera ecuacién, tenemos que
u = 0 = vy5,. Esto no puede ser, puesto que significaria que la bola 1
atraviesa la bola 2 (como si fuera un fantasma) mientras que la bola
2 queda en reposo. Por lo tanto, la opcién correcta es

v =701/ =0

con lo que
u=4—-0v="uvy, =4m/s

es decir, al colisionar las bolas de billar “intercambian velocidades”.

1.5 Colisiones contra una pared

0

tl
Del analisis anterior podemos ver que si chocamos eldsticamente con
un cuerpo de masa muchisimo més grande que la nuestra, la velocidad

sencillamente se reversa. A la izquierda tenemos una colisién de este
tipo, elastica. El cambio de moméntum que sufre la bola es

ZAP!

Ap=p —p=mi —mv=—mov—mv=—2mo

El cambio de moméntum que sufre la pared, por lo tanto, es de +2mv,
sin embargo, esta no se mueve. Una pared ideal rigida puede absorber una
cantidad infinita de moméntum. En la realidad, esto no es cierto. La Tierra
puede absorber el moméntum de una persona que salta sobre ella, e in-
cluso el moméntum de un cometa o asteroide pequerio, pero si hubiera
una colisién con un asteroide muy grande, podria haber cambios en su
orbita.
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En cambio, a la derecha tenemos una colisién totalmente inelastica.
En esta colision, el objeto venia con una rapidez +v, pero después de
colisionar, la velocidad se reduce a 0. Entonces, el cambio de moméntum
sufrido por la bola seria

Ap=p —p=0-—mv=—mo

Y la energia cinética del sistema seria, al principio, K = %mvz, y al final,
K’ = 0. Toda la energia cinética se pierde. Entonces, la méxima energia
transformable en calor es

L

AK = zmv

SEI NN Extincion de los dinosaurios.

Suponga que el asteroide que choc6 contra la Tierra y ayudé a
extinguir a los dinosaurios (extincién masiva del limite K/T) traia
una rapidez inicial de v4 = 47km/s respecto a un marco de refe-
rencia en el Sol, y choc6 en un angulo de 6 = 40° respecto al eje
de rotacién de la Tierra. La Tierra se movia a v = 29km/s respec-
to al mismo marco de referencia en el Sol. La masa de la Tierra es
mr = 6-10%* kg, y el asteroide tiene un didmetro de d4 = 10km y
densidad p4 = 2600kg/m3 a) Calcule la velocidad y rapidez fina-
les de la Tierra. b) Calcule la méxima cantidad de energia cinética
transformable en calor.

Masa del asteroide:

3
My = pAgrc (g) =1.36-10" kg

Conservaciéon del moméntum en x:
Mmavasin® + mror = (my +mp)v, = v, =2.9-10*m/s
Conservacién del moméntum en y:

MU, COs 0 = (mA—I—mT)v/y = v'y:8.16-10_6m/s

a) La velocidad final es
¥V =(816-107°%+2.9-10*9) m/s

La rapidez final es v/ = 29km/s, imperceptiblemente mayor que
antes.

b) Para la energia convertible en calor es necesario encontrar la
rapidez relativa del asteroide respecto a la Tierra:

[Var| = |Va — V71| = \/(47sin40° —29)2 + (47 cos40°) = 36km/s

1
Q=AK= EmAviT —8.81-10"7
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SENINNAS  Rebote de dos bolas en caida libre. t> @

Dos bolas, una grande de masa M = 2kg y otra pequefia de masa
m = 0.2kg se sueltan desde el reposo desde una altura & = 1m, la
pequeiia encima de la grande. Posteriormente, ambas bolas chocan to
elasticamente contra el piso, y al rebotar, la grande colisiona eldstica-
mente con la pequefia. Calcule la altura a la cual llega la bola pequefia tg
después de rebotar. Sugerencia: las colisiones son instantdneas.
Primero, calculemos la rapidez a la que ambas bolas llegan al sue-
lo. Para ello, utilicemos conservacién de la energia mecanica en el
sistema bola pequefia: £

mgh:%mv% = 01:\/2%:4.43m/s b

Sabemos que la bola grande debe llegar al suelo con la misma rapi- _

dez, puesto que esta no depende de la masa. Ahora, la bola grande
colisiona contra el suelo.

iEsa colisiéon no es tan simple como parece! Consideremos como
sistema ambas bolas. Las dos bolas sufren una fuerza externa, la gra-
vedad. jEn este sistema el moméntum total no se conserva! Entonces, ;c6-
mo hacemos? Sabemos que el moméntum total del sistema cambia,
en un At pequefo,

AP total _ F
At total, ext

pero esto implica que

APtotul = Ftotal, extAt

pero si y solo si la colision es instantanea, At — 0, por lo que
APoq = 0

Entonces, si la colisién es instantdnea, tenemos permiso de aplicar
conservacion del moméntum. Las colisiones reales no son instanté-
neas, aunque el tiempo en el que transcurren si es muy pequefio en
casos cotidianos.

La conservacion del moméntum de la bola contra el piso sencilla-
mente voltea la direccién de la velocidad.

Entonces, ahora la bola grande colisiona contra la bola pequena.
Otra vez, dado que la colisién es instantdnea, podemos aplicar con-
servacion del moméntum. Vamos a elegir positivo hacia arriba:

—muq + MU1 = muvy + MV,

donde V; es la velocidad final de la bola grande y v, es la velocidad
final de la bola pequefia. Ademads, se conserva la energia cinética
puesto que la colision es eldstica e instantanea:

oo by o 1 5 1. .0
> M1 + EMUl = MV + EMVZ
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Ahora sustituimos los valores numéricos, y el sistema de ecuaciones
que hay que resolver es el siguiente:

—0.2(4.43) +2(443) = 0.2v, + 2V,
(0.2)(4.43)% 4 2(4.43)% = (0.2)v5 +2V3

0.2v5 +2V, —7.97 =0
(0.2)v3 +2VZ —43.17 =0

Sabemos que v, > 0, pues la bola pequefa rebota hacia arriba. Con
esto en mente, la solucion al sistema es

Up = 11.68
Vo, =281

Ahora, usamos esta velocidad v, para aplicar conservacion de la ener-
gla mecdnica y ver hasta dénde llega la bola pequefia:

L 5 v3
MV = mgh — h = 7o = 6.96m

La bola pequefa sale volando a una altura mucho mayor que la ori-
ginal; casi siete veces mds alto. Es posible lanzar objetos o incluso
elevar agua utilizando este principio.

e i

E|emplo 1 8 Colision explosiva.

En la figura se muestran dos cajas de igual masa m = 1kg y un re-
sorte de constante k = 50 N/m, comprimido una distancia d = 0.2m.
Calcule la velocidad de ambas bolas al soltarse el resorte.

Solucién: En esta colision, la energia cinética por si sola no se conser-
va, pero si la energia mecdnica total, puesto que acttia solo la fuerza
elastica. Primero, apliquemos conservacién del moméntum:

0 = moypy + Mvypy = Vify = —Uppy =0
es decir, ambas bolas tienen la misma rapidez pero salen disparadas

en direcciones contrarias. Ahora aplicamos conservacion de la ener-
gia mecdnica:

conlo que vy5y = +14m/sy vap, = —14m/s.

SEINEES  Colision en 2D.

Las colisiones en 2 y 3 dimensiones se tratan de la misma for-

© CC-BY-NC-SA 2018 André Oliva, gandreoliva.org
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ma que las de una dimensién, solo que ahora habrd mds ecuacio-
nes y més incégnitas. Por ejemplo, tenemos en la figura una colisiéon
ineldstica en 2D, en la que el objeto B de masa mp estd en reposo
inicialmente, y el objeto A de masa m 4 se dirige hacia B con una ve-
locidad V4 = v4 X, poniendo los ejes de la forma usual (arriba, y > 0;
derecha x > 0). En el tiempo #, el objeto B se mueve con una rapi-
dez v};, haciendo un dngulo « con el eje x. Por ejemplo, estas podrian
ser moléculas o dtomos, y este dngulo y rapidez puede medirse con
detectores. Queremos calcular el angulo B y la rapidez final de A.
El moméntum en x se conserva:

MAVA = MU COSA + M0y,

MAUp — MBUy COS

/
— U =
Ax ma
(utilizar directamente las variables vp y B complica el problema, es
mejor trabajar primero con las componentes). En y, el moméntum se
conserva:
0 = mpopsina + mavl,
My sinw

/
:>UA =
Y ma

/ o 12 12
con esto, podemos encontrar v, como v, = /v Ay T Ay Y el

angulo B como tan f = U;xy [V

Ahora, nada mdas como préctica, recordemos que si el choque hu-
biera sido ademas eldstico, tendriamos una tercera ecuacion, la de la
conservacion de la energia cinética:

1 2 1 p2 1 ;2,1 12
—TAVY = =MAD + =My + -mpv
2 ACA 2 AV Ax 2 A Ay 2 BYB
or lo que tendriamos 3 ecuaciones incognitas. Por ejemplo, no
p q 3 Y3 g jemp
hubiera sido necesario saber la rapidez final v.
Ejercicio. Para el caso ineldstico, encuentre  y qu si mp = bmy,

vp =5m/s, vy =2m/s, & = 30°. ¢ L 7
m .
SEGARRIN  Péndulo balistico. Lol
.y
El péndulo balistico es una forma de medir velocidades sin fotocel- o M

das. Se dispara una bala de masa m contra una masa M colgante
de un péndulo de largo L. Ocurre una colisiéon totalmente ineléstica.
Medimos el angulo ¢ que hace el péndulo al detenerse, y con esto,
queremos calcular la velocidad inicial v de la bala.

Empezamos con conservacién del moméntum en el choque inelds-
tico: i

mo=(m+ M) = v= MmNy

ahora, sabemos que no podemos aplicar conservacién de la energia
en el choque porque es ineldstico, pero si podemos aplicarla después
del choque, en el péndulo. Entonces, después del choque, para el
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sistema péndulo+bala:

Sn+ M)o? = (m+ M)gH = o = \/2gH

Nosotros no conocemos H, pero si medimos el dngulo y sabemos
que el péndulo tiene largo L. Entonces, utilizando trigonometria (ver
tigura)

H=L-Lcos¢ =L(1—cos¢p) = v = /2¢L(1 — cos¢)

con lo que la velocidad de la bala queda

(m—i—M
=

) 2gL(1 —cos¢)

1.6 Impulso

Vamos a definir el impulso como

I= Fdt
0

Es la integral de la fuerza por el tiempo en el que dure una colisién, At.
Para interpretar esta definicion, sustituimos F = dp/dt

. At dp t=At
I= A dtdt_/t:o dp = Pr — Pi
El impulso es entonces el cambio de moméntum que se recibe en una co-
lisién. La fuerza recibida en una colisién es una funcién variable y muy
complicada. Sin embargo, si nos imaginamos que una colisién es sim-
plemente una fuerza constante aplicada por un tiempo muy muy corto,
podemos encontrar la fuerza promedio que un objeto experimenta en
una colision: .
F- Ll
At
Una colisién eldstica en una situacién como la de la figura, tiene una
duracién en el orden de milisegundos (~ 1 — 10 ms). El impulso de una
bola de m = 1kg que colisiona unidimensionalmente contra la pared
de forma totalmente eldstica a 10m/s es

I=p—p=-mvo—mv=—-2mv=-2-1-10=—20kg m/s

Ahora bien, la magnitud de la fuerza promedio sobre la bola es, supo-
niendo una duracién de 2ms,

Fe 20
At 2-1073
Lo cual es una fuerza tremenda, aunque dure un tiempo muy pequefio.
Dependiendo del limite eldstico de cada material, la bola puede incluso
llegar a romperse.

Una colisién inelastica puede durar mds tiempo. Para ver por qué,
considere que la bola fuera atrapada por un resorte que solo se pudie-
ra comprimir, sin estirarse. Claramente, el resorte se comprime en un

=10-10°> = 10 000N

© CC-BY-NC-5A 2018 André Oliva, gandreoliva.org
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cierto tiempo, es decir, lo amortigua. En el caso de una colisién com-
pletamente ineldstica, tanto la bola como la pared quedarian en reposo.
Por eso, el impulso seria la mitad:

I=p —p=0—mv=—mo

y por lo tanto, la fuerza se reduciria a la mitad si ambas colisiones duran
lo mismo, pero como al amortiguarse el golpe el tiempo de colisién es
mayor, la fuerza se reduce atin més. Supongamos que para la misma
bola anterior, la colisién durara el doble: entonces

I =-mv=-1-10=—-10kgm/s

S
At 4-1073

o sea, 1/4 de la fuerza que se sufri6 sin ningtin amortiguamiento. Esa

es la importancia del amortiguamiento.
moto

m v 174
o~ @ -0
t/ 00

v V=0

S CNMEEN  Motociclista contra carro.

Un carro de 2500 kg se mueve en una presa a 5 km/h. Un motociclista
imprudente (que con su moto pesan 200 kg) viaja a contravia a 100
km/h y colisiona de frente contra el carro. Suponga que el carro
qued6 detenido después de la colision. Intuitivamente sabemos que
la moto se llevara la peor parte. Demuéstrelo.

Primero, unidades y definiciones: M = 2500kg, m = 200kg, V =
5km/h = 14m/s, v = 100km/s = 27.8m/s, (las variables en ma-
yuscula son las del carro y las mintsculas las de la moto; las variables
que tienen prima son las finales)

En nuestra sencilla descripcién, no hay fuerzas externas, por lo que
el moméntum se conserva:

=25-10% = 2500 N

carro

MV —
MV —mo = mo' = o = va —22m/s = 7.92km/h

Es decir, como esperdbamos, la moto sale volando. El problema
es que esto no parece resolver nuestra interrogante, porque la fuerza
en ambos es la misma. ;Por qué? Porque el moméntum se conserva,
por lo que Ap = AP. Entonces, eso deberia significar que ambos,
carro y moto tuvieron iguales dafios. No exactamente. La aceleracion
es fuerza por unidad de masa, por lo que para masas iguales (de los
conductores de ambos vehiculos), la fuerza es diferente. Supongamos
que la colisién duré o.1 segundos. La aceleracién (media) que sufre
todo el carro es
A V-V

Y
La aceleracion (media) que sufre toda la moto es

— —14m/s>

v —v by
a= A =300m/s
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Si ambos conductores pesaran 70 kg, vemos que la magnitud de la
fuerza del conductor del carro es 980N, mientras que la magnitud
de la fuerza del conductor de la moto es 21 000 N. El conductor de la
moto se lleva siempre la peor parte. Podemos interpretar que el carro
tiene mds masa para absorber el moméntum, por lo que el dafio es
menor para el carro.

© CC-BY-NC-5A 2018 André Oliva, gandreoliva.org
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K] Sistemas de particulas

2.1 Centro de masa de particulas puntuales .

Cuando tenemos varias particulas, podemos encontrar una posiciéon oCM
que las represente a todas como un conjunto. Un cuerpo sélido también
podemos pensarlo como una gran cantidad de particulas que forma un
sistema. El centro de masa es esa posicién que representa a todo el
cuerpo o sistema. Nuestra definicién del centro de masa es

MiotaFep = ) mi¥
i

donde Miuq = Y; m;. Si despejamos Tcy podemos interpretarla como
un “promedio” de las posiciones de las particulas “pesadas” con su

masa.
m Estrellas binarias.
[I) m 0 m
—t > -+ .
cM CcM
fe—>i fe——>lc—>]
r T T

Tenemos dos estrellas de igual masa, m, separadas por una dis-
tancia r. La intuicién nos dice que el centro de masa debe estar en
r/2. Verifiquémoslo. Poniendo el sistema de coordenadas como en la
figura de la izquierda,

2mxcpyy =m-0+mr = xcp =1/2

Ahora, si movemos el sistema de coordenadas al de la figura de la
derecha,

r r
2mxcpy = —my + "o = xcmy =0
Las respuestas no son iguales porque la posicién depende del origen,
pero ambas coinciden en que el centro de masa estd en la mitad del
camino entre ambas estrellas.
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centro de masa del
sistema

Y
3| 4
m o Q
En sistemas como los anteriores, las estrellas se orbitan alrededor de 2 607,
su centro de masa. I ] !
m Tridngulo de masas puntuales. oM 2
Tenemos un tridngulo compuesto por masas puntuales como en la 0 x
figura. Encontremos el centro de masa. m ! 2m
4meM = Zmﬁi
i
en Xx: . 5
dmxcpy = (0+2ml + Eml) — XcM = gl
eny:
3 3
2.2 Centro de masa de objetos extendidos
y y
dm
dz
dm = pdV = pdrdydz de
y Tom dm = pdA = pdxdy

T
El centro de masa de objetos extendidos se encuentra convirtiendo la
suma en una integral:

1
Font = M/fdm

es decir, separdndolo en componentes,

XCM = %/xdm

—l/ dm

1
Zepm = M/zdm
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No podemos integrar x y y respecto a m. Por eso, nos vemos obligados
siempre a hacer un cambio de variables para integrar. Usamos la den-
sidad, la cual definimos para objetos que solo tienen 1 dimensién como
una densidad lineal de masa

_dm M

Cdl L
donde M es la masa total del cuerpo lineal, L es su longitud y dI es un
pedazo infinitesimalmente pequefio de su longitud.

Ahora, también podemos definir una densidad superficial de masa:

_dm M

0O= — =

dA A

donde A es el 4rea total del cuerpo y dA es un pedazo infinitesimal-

mente pequefio de su drea. Por ejemplo, para un cuerpo en coordenadas
cartesianas, el diferencial de 4rea es dA = dxdy.

Por dltimo, cuando el cuerpo es tridimensional, también podemos

definir la densidad,
dm M

Pmav = v
donde V es el volumen total del cuerpo y dV es el pedazo infinite-
simalmente pequefio de su volumen. Por ejemplo, para un cuerpo en
coordenadas cartesianas, dV = dxdy dz.

Las integrales para encontrar el centro de masa de cuerpos bidimen-
sionales y tridimensionales se ensefiardn propiamente a realizarlas en
Caélculo III. Sin embargo, podemos realizarlas también numéricamente
de forma aproximada. A continuacién podemos encontrar el célculo pa-
ra una placa de forma semicircular de radio 2m, y con densidad super-
ficial uniforme en toda la placa de 1kg/m?. La aproximacién consiste
basicamente en dividir la placa en particulas; cuantas més particulas
mejor es la aproximacién al resultado real que se obtiene usando célcu-
lo.

© CC-BY-NC-5A 2018 André Oliva, gandreoliva.org
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z Ax Ay Am xAm yAm
0,5 0,5 1 1 1 0,5 0,5
0,5 1,5 1 1 1 0,5 1,5
1,5 0,5 1 1 1 1,5 0,5
1,25 1,25 0,5 0,5 0,25 0,3125 0,3125
-0,5 0,5 1 1 1 -0,5 0,5
-0,5 1,5 1 1 1 -0,5 1,5
-1,25 1,25 0,5 0,5 0,25 -0,3125 0,3125
-1,5 0,5 1 1 1 -1,5 0,5
Sumas 6,5 0 5,625
Posicion del centro de masa (suma entre masa total) 0 0,865

Lo que hacemos para aproximar numéricamente el centro de masa de esta placa semicircular es dividirla

en regiones cuadradas. Las celdas en celeste claro son las que hay que calcular, y las celdas blancas

son las que uno debe rellenar con cada problema especifico. Como vemos, no todas las regiones tienen

que tener el mismo tamafio. Como la densidad superficial de masa de la placa es uniforme e igual a 1

kg/mz2, para obtener la masa de cada regién se multiplica la densidad por el area de cada region. Luego

sencillamente seguimos la ecuacion del centro de masa para particulas, y con eso obtenemos la
aproximacion de la posicion del centro de masa. Observe que la posicion en x del centro de masa es

cero, eso es porque hay igual cantidad de materia a ambos lados del eje x. En el eje y, por el contrario,

solo hay masa en y>0, por lo que el centro de masa tiene una posicion en yentre 0 y 1.



Centro de masa de una barra.

Para una barra de longitud L y masa M como la de la figura,
podemos encontrar el centro de masa si consideramos una porciéon
infinitesimalmente pequefia de su longitud, dx. La posicién de esta
pequeiia porcién es x, y la barra va de 0 < x < L.

XcM = %/xdm

Entonces, como anticipamos, no podemos integrar x respecto a dm,
por lo que
dm = Adx

Vamos a suponer que A = const en toda la barra. También debemos
recordar que A = M/ L. Entonces,

o bien, sustituyendo la densidad,

MI?2 L

M= M1 T2

Como vemos, las unidades nos dan de longitud, como debe ser para
la posicién. Ademads, como esperdbamos para esa barra, el centro de
masa estd en el centro de la barra. Este es un resultado mas general:
Si la densidad de masa es uniforme, el centro de masa de un cuerpo extendido
estd en su centro geométrico.

El centro de masa es como un “promedio”, y no necesariamente en
el lugar del centro de masa hay masa. Por ejemplo, el centro de masa
de un anillo esté en el centro del anillo, lugar donde no hay masa.

S PR E  Centro de masa de una visagra.

Para la visagra de la figura, encontremos el centro de masa. Las dos
barras estdn hechas del mismo material.

Como las dos barras son del mismo material, si una tiene masa M,
la otra tiene masa 2M, puesto que su densidad es la misma. Como las
barras tienen densidad uniforme, su centro de masa esta en el centro
geométrico. Entonces,

- 1

L B
- (MZ9¢+2MLX+ mb
oM = v m MoVt X+ mo)
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2.3 Dinamica del centro de masa

Derivando la ecuacién del centro de masa, podemos encontrar (si la
masa del sistema no cambia)

d¥cpm d¥;
MtotalT = Zmld—;

i

con lo que encontramos la velocidad del centro de masa:

- 1 -
VeMm = m;vi
Miotal i
y por lo tanto, la aceleracion es
2 1 -
acm = mia;

y podemos plantear la segunda ley de Newton como

EFexternas = MtotaIECM

(mds adelante explicaremos por qué solo importa la fuerza externa)

m Raqueta como proyecitil.

C>—
. Un tenista lan-

za molesto su raqueta de masa total M en un tiro parabdlico con
velocidad inicial vp en un angulo « con la horizontal. La posicién ori-
ginal de la raqueta es el vector nulo. Describamos el movimiento del
centro de masa de la raqueta.

Como vemos, sin importar el complejo movimiento que tiene la
raqueta en el espacio por su lanzamiento, el centro de masa se com-
porta como una particula puntual. Por lo tanto, podemos describir
el movimiento del centro de masa de la raqueta como (eligiendo y
positivo hacia arriba)

Foxt = Macyy =— —Mg ¥ = Macy §

eso implica que el movimiento del centro de masa es:

- . . 1 -0,
oM :vocosoctx+(vos1noct—§gt )y
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b =R A S

CM CM CMm
m.r.u.

Intuicién fisica: si tenemos dos cajas unidas por un resorte y em-
pujamos una de ellas, le estamos impartiendo al sistema una velocidad
constante hacia la derecha. La velocidad del centro de masa debe ser
constante, aunque las cajas tengan un movimiento complicado de esti-
ramiento y compresion debido al resorte a medida que se desplazan.

2.4 Conservacion del centro de masa

Si el centro de masa inicialmente estaba en reposo, no importa cémo
se muevan las particulas, el centro de masa no se movera. Es decir,

— 2 — -/
Vem =0 = Tom =Ty
- -
= ) miti = ) mif;
i i

donde las variables sin prima significan “antes” y las que tienen prima,
“después”.

»

CMS

Ejemplo 2.6. J=lsi:8

Un hombre (/) de 70 kg se encuentra en el extremo alejado una balsa
(b) que flota sobre un lago tranquilo. La balsa tiene longitud L =
6m y masa 150kg y el hombre quiere invitar a su amiga, quien esta
sentada en el muelle, a subir. El hombre camina hacia donde esta
su amiga, quien extiende los brazos una longitud de 0.5m. ;Lograra
ayudarla a subir?

De la conservacién del centro de masa (pues la balsa siempre ha
estado en reposo):

myXxp, + Myxy = mpyx), + mpxj,

Si colocamos el origen en el muelle, que coincide con el lado izquier-
do de la balsa, la posicién inicial del hombre es x;, = 4+6m, puesto
que estd al lado derecho de la balsa. El centro de masa de la balsa esta

© CC-BY-NC-SA 2018 André Oliva, gandreoliva.org
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en su centro geométrico, x, = +3m. El centro de masa del sistema
(CMS) al inicio es, entonces,

Xy, + myxy 7064150 -3

_ - — 1395
eMS = T o, 70 + 150 H29om

Como el hombre se mueve hacia la izquierda, la balsa también se
tiene que mover para que el centro de masa quede en el mismo lugar.
La balsa se desplaza de su posicion original hasta x;. La pregunta
complicada es cuél es la posicién final del hombre. El hombre camina
6m respecto al marco de referencia de la balsa. En ese marco de
referencia, la posicion inicial del hombre es x;;) = +L/2. En ese

mismo marco de referencia, la posicién final del hombre es x; ) =

—L/2. Entonces, transformando el marco de referencia, la posiciéon
final del hombre respecto al muelle es

L

XLZ—E—G—XQ,

con lo que la ecuacién queda
mpXxy + mpXxy = my, (—; + x’h> + mhxi,
sustituyendo valores numéricos,
870 = 70(xj, — 3) + 150x, = xj, = +4.90m
entonces el hombre al final queda en la posicién x;, = 2.59 —6 =

+1.90m como su amiga solo puede estirar los brazos hasta 0.5m,
lamentablemente el hombre no puede ayudarla a subir.

S P NAN  Proyectil que explota.

Un proyectil militar se lanza con una rapidez vy = 200m/s en un
angulo a« = 45° con la horizontal. A medio camino, cuando alcanza
su altura méxima, el proyectil explota en dos partes de igual masa,
impartiéndole una velocidad 30 % mayor a la parte 2. Calcule el al-
cance de ambas partes del proyectil, y la posicién del centro de masa
de ambas partes al caer.

Al dispararse, la velocidad inicial es, poniendo los ejes coordena-
dos y el origen como esta en la figura,

V=opcosaX+vpsinay = 141.42% 4 141.42§

Para poder calcular el alcance de cada pedazo también debemos sa-
ber la posicién inicial del lanzamiento y la altura méxima. En el eje y
se trata de caida libre, y en el eje x, de m.r.u. El tiempo desde que se
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lanz6 hasta que alcanz6 la altura méxima lo encontramos como

0=og, —gt — t:@:mzﬁs

La altura méxima la encontramos como
1
Ymax = h = vpsinat — Egtz =1020.38m

Ahora, la posicién inicial es
0=xp+vgcosat = x9 = —2040.69m

Podemos aprovechar para encontrar la posicién del centro de masa
al final de la caida. Hay que recordar que el centro de masa del sis-
tema permanece en el mismo punto, como si la explosién no hubiera
ocurrido, esto lo sabemos fundamentado en que

Y Fexri = macu
i

ya que las fuerzas internas no contribuyen a la aceleracién del centro
de masa, solo lo hace la gravedad, una fuerza externa, por lo que el
centro de masa se mueve de forma parabdlica. Entonces, el centro de
masa tiene un alcance que es el doble de su distancia a la posicién de
lanzamiento, puesto que la pardbola es simétrica. Por lo tanto,

i:CM, final — +2040.69 m X

Ahora bien, buscamos la posicién final de cada uno de los pedazos
del proyectil. Sabemos que la explosién hizo que el pedazo 2 aumen-
tara en un 30 % su velocidad. Como explota en la parte més alta del
vuelo, la velocidad en y es cero, y entonces, la velocidad de la parte
2 en ese punto es

vh = (14 0.3)vgcosa = 183.85m/s

Para encontrar la velocidad de la parte 1, debemos usar conserva-
cién del moméntum, pero como hay una fuerza externa, nos vemos
obligados a suponer que la explosién ha sido instantanea, como ya
lo discutimos antes. Debemos recordar también que el proyectil se
divide en dos partes de igual masa m.

2mog cosw = mv| + mvhy = vj =2vpcosa — vy = 98.99m/s

Entonces, calculemos el tiempo que les toma bajar a ambos peda-
zos. Como la velocidad solo se modifica en x, no en y, el tiempo de
caida es el mismo, t = 14.43s. Entonces, la posicién final de cada
pedazo seré: para el pedazo 1,

X1,f = vﬁtf = 1428.43m
y para el pedazo 2,

Xpf = Uhts = 2652.96m
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Ahora, vamos a calcular el centro de masa con estos datos para ase-
gurarnos de que da la misma posicién que si no hubiera explotado
el proyectil.

mxy,f + mxyf Xy + X, f

o > = 2040.70

Xcm,f =

lo cual es, descontando el redondeo de decimales, la misma posicién
que habiamos encontrado antes.
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